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着 本 着 是 根 柑 我 1951 年 在 费 斯 科大 学 数 举 通 赛会 .上 写 
车 过 的 方程 式 整数 解 的 藉 演 稿 输 写 的 . 我 利用 适 个 机 会 , 顺 


， 便 向 我 的 学生 六 维 博 夫 (H. M, Kopo6oB) 讲师 致谢 ,他 依照 


我 讲演 稿 的 大 网 , 帮助 我 柱 写 了 第 一 .第 二 两 节 和 第 三 节 的 一 
部 分 
站 本 寄 对 亦 高 年 级 的 中 学 生 是 不 克 了 解 的 . 
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(iv) 


奢 言 


数 洽 基本 上 研究 的 是 自然 数列 中 数 的 算术 性 里 , 换 句 疡 
襄 , 就 是 正 整数 的 算术 性 质 , 它 是 一 门 古老 的 数学 。 所 寡 数 的 
解析 理论 中 的 一 个 中 心 问题 ,就 是 自然 数列 中 质数 从 做 的 于 
题 。 只 能 狗 被 自己 和 1 除 夯 的 任何 大 认 1 的 正 整 数 ,时 做 质 
数 。 自然 数 烈 中 质数 分 做 的 问题 ,在 放 研 究 当 T 数 值 很 大 陵 ， 
小 雁 太 的 质数 的 数目 的 炙 化 规律 。 在 到 方面 ,第 一 个 桔 果 ,我 
们 可 以 在 欧 类 里 得 (公元 前 四 世纪 ) 的 著作 训 找 到 ,部 质数 现 
是 无 限 的 性 明 。 而 在 欧 认 里 得 以 后 的 第 二 个 类 果 , 是 十 九 世 
纪 和 后 定期 信 大 的 俄国 数学 家 切 具 雪夫 (IT 由 He6pumes) 得 到 
萌 。 数 论 的 另外 一 个 基本 问题 ,就 是 关於 用 某 种 类 型 的 整数 
和 来 表示 整数 的 问题 ,例如 用 三 个 质数 的 和 来 才 示 一 个 奇数 
的 搓 题 。 和 后面 一 个 问题 ,就 是 再 特 巴赫 问题 ,是 在 不 久 以 前 ， 
由 数论 的 公 出 代表 、 苏 联 数学 家 和 维 娃 格拉 多 夫 〈 孔 . M. Baao- 
rpaxo8) 解决 的 。 

畏 苹 者 注意 ,过 本 书 汰 的 也 是 数 渝中 特别 有 趣味 的 一 部 
分 , 即 方程 式 的 整数 解 . 

求 具 有 一个 以 上 未 知 数 的 整数 傈 数 代数 方程 式 的 整数 
解 ,是 数 渝 中 一 个 很 困 克 的 问题 。 许多 古代 最 卓越 的 数学 家 
都 全 经 研究 过 许多 过 样 的 问题 ,例如 希 脐 数 学 家 蛙 过 果 拉 其 
(公元 前 六 世相 ) ,亚历山大 城 的 去 番 国 (公元 二 -三 世 权 ) 以 及 
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比较 近代 的 最 优秀 数 不 家 化 对 (十 七 所 纪 ) , 欧 垃 (十 从 世纪 )， 
拉 格 衣 奇 (十 从 址 和) 乏 守 。 不 管 若 上 代理 越 数学 家 全 怎样 努 
力 , 在 章 介 人 千 城 中 仍然 缺乏 时 条 一般 性 的 方法 ,能 物 用 球 解 
决 非常 复杂 的 解 件 数 葵 的 问题 ,如 像 维 匡 格拉 多 天 的 三 角 法 
的 和 那 一 类 型 的 方法 那样 。 

求 方程 式 整数 解 的 冉 题 , 业 局 只 解决 了 二 元 二 次 方程 式 
的 问题 。 我 们 注意 ,对 座 一 元 任意 次 方程 式 来 说 ,和 关 个 问题 节 
没有 多 大 用 处 , 因 篇 着 个 问题 可 以 借助 於 有 限 个 数目 的 献 验 
来 解决 。 泥 座 高 稚 二 次 的 二 元 或 多 元 方程 式 ,不 只 是 求 一 切 
整数 解 的 冉 题 , 基 至於 更 简单 的 ,确定 运 样 的 解 是 有 限 或 无 限 
多 的 问题 都 是 极 困 闪 的 。 

求 方 程式 的 整数 解 不 只 具有 理论 的 利 丛 。 运 样 的 方程 式 
有 时 在 物理 学 中 也 会 温 到 . 

方程 式 整 数 解 的 理 花 利 丛 是 非常 算 大 的 , 因 篇 过 些 方 程 
式 和 许多 数论 间 题 都 有 密切 联系 。 除 此 以 外 , 在 过 书 课 伊 述 
的 站 种 方程 式 的 初步 理论 ,对 从中 学 生 、 专 科学 校 和 高 等 师范 
数 员 , 用 来 扩大 数学 的 眼界 也 是 可 能 有 效 的 ， 

在 这 本 着 训 ,我 个 鳅 壕 了 方程 式 整 数 解 在 理论 上 得 到 的 
楼 个 主要 结果 。 书 训 钱 述 的 定理 , 在 它 的 性 明 非 常 简易 的 时 
候 ,我 们 就 给 与 往 明 ， 


一 “一 元 方程 趟 


我 个 来 研究 一 元 一 次 方程 式 
Q 亿 十 00 一 0 (1) 
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各 介 方 程式 的 根 . 由 此 可 知 , 诞 个 方程 式 共 有 唯一 的 整数 根 
2 一 一 1， 用 同样 的 方法 ,容易 性 曙 ， 万 程式 
06 一 -25 十 3824 十 03 一 入 十 3 一 0 

不 可 能 有 整数 棋 ， 

求 多 元 方程 式 的 整数 解 是 很 有 趣味 的 ， 

二 二 元 一 次 方程 式 
我 个 来 研究 二 元 一 次 方程 式 
ar+by+6c=0, (3) 
如 儿 % 和 5 是 喜 以 外 的 整数 ,而 6 是 任意 的 整数 。 我 们 将 认 
定 傈 数 & 和 5 不 有 具有 1 以 外 的 公 因 数 S， 事 窜 上 ,如 果 适 南 
个 傈 数 有 1 以 外 的 最 大 公 因 数 4 二 (2,5), 央 等 式 
a=md, b=0d, 
是 正确 的 ;而 方程 式 (3) 就 具有 过 样 的 形式 
(a1w+ by)d+¢=0, 
因而 上 只 有 在“ 能 被 4 整除 的 情况 , 它 才 能 移 具 有 整数 解 。 过 
样 一 来 ,在 (4,0) =4d 妆 1 的 情况 下 , 方程 式 (3) 的 一 切 保 数 都 
砍 当 能 匆 被 4 整除 , 论 且 用 a 除 (3) ,使 方程 式 成 篇 
aw+by+ce=0 Ca 一 二 ) ， 

方程 式 的 傈 数 cx 和 2 就 是 互 蛙 数 。 

我 们 首先 研究 当 “= 0 时 的 情形 。 将 方程 式 (3) 改 写成 过 
样 ， 


日 证 料 的 数 4 和 5 叶 做 互 贸 数 ; 我 们 用 (4,4) 来 表示 两 俩 数 4 和 6 的 最 
大 公 因 散 , 对 枞 互 贰 数 就 得 《4,0) 二 1， 
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ar+by=0, (3) 
对 於 x 解 天 个 方程 式 ,得 ; 
多 一 -二 %. 
很 明白 地 , 当 Y 被 4 除 得 画 的 时 候 , 在 过 种 此 形 也 只 有 在 适 种 
情形 ,z 才 具 有 整数 值 。 但 4 的 倍数 的 一 切 整数 y, 可 以 表示 
成 壹 样 
Y=at, 
进 儿 4 可 以 取 任何 整数 值 (t 一 0, 士 1, 士 2……') 。 将 过 个 Y 的 
值 代入 上面 的 方程 式 , 旭 
4 一 一 全 of 一 —bt, 
亦 是 我 们 得 到 包括 方程 式 (3) 的 一 切 整数 解 的 公式 ， 
v= —bt, Y=at (0 十] 十 2 ) 。 

现在 我 们 复 到 cs0 的 情形 . 

我 们 首先 起 明 ,要 求 方程 式 (3) 的 一 切 整 数 解 ,只 须 找 出 
它 的 任何 一 租 解 就 物 了 ,也 就 是 求 出 壮 樟 的 整数 x0,Y0, 使 得 

axo+ byo + C=0.。 
[定理 1】 散 4 和 ?是 互 撕 数 ,[%0,Yoj 是 方程 式 
| az+by+c=0 (3) 
的 某 一 棚 解 9; 则 公式 
z=%0— BW, y=Yo+at, (4) 

取 1=0, 士 1, 土 2,…… 就 雁 出 方程 式 (3) 的 一 切 解 . 

[从 有 明 】 设 [z, 细 是 方程 式 (3) 的 任何 一 组 解 . 旭 和 从 等 式 


日 一 盘 带 合 从 方程 式 的 整数 ?和 9, 叶 做 一 租 僻 , 而 用 [2,yj 琢 夫 。 
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aztby+c=0 和 azot+byv+c=0， 
我 们 得 ， 

azr—arot by— DYyo=0; Y—Yo=—— 
二 篇 y 一 Yo 是 整数 , 范 且 4% 和 8 是 瑟 质 数 , 旭 wo -2 必须 能 入 
彼 5 整除 , 即 zxo 一 2 具有 过 样 的 形式 


%0 一 人 一 叶 ， 


4 9, 


着 儿 是 整数 。 众 是 
y -Y= = 
政 且 我 们 得 ; 
v=r0—bt, y=yo+ at, 
过 样 一 来 ,就 改 明 了 任何 一 租 解 [z,g] 具有 形式 (4) . 温 
剩 下 求 检查 一 下 ,由 公式 (4) 取 整数 $== 厂 ,得 出 来 的 任何 一 对 
数 [zt,yi] 都 是 方程 式 (3) 的 解 。 需 了 施行 过 样 的 检查 ,将 数 


值 
Vi =Po— bb, Y=Yyot ob 
代入 方程 式 (3) 的 左 兆 ， 
avi+ byt+ie=aro0—abti+ byot+abtit+e 
一 00o 十 bo 十 0， 


但 因 篇 [xo,yo] 是 一 租 解 , 所 以 azo 上 +byo+6=0, 由 此 可 见 
oD 
即 [>; .9 是 方程 式 (3) 的 一 直 解 ,过 定理 就 完 公 性 明了 。 
运 样 一 来 ,从 若 知道 了 方程 式 
ax+by-te=0 
的 一 租 解 , 划 其 他 的 一 切 解 可 由 算术 般 数 求 出 来 ,过 算术 航 数 
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的 一 般 项 具有 这样 的 形式 
xT=r0 -WW, Y=yo tat GH=0,+t1,;+2,.), 
我 们 泪 蔓 ; 在 6= 午前 面 求 得 的 解 的 公式 
4 一 一 外， y=at 
可 以 和 从 刚才 得 到 的 公式 
z=ro—bt, y=Yyo+ at 
中 法 掉 =%0=0 得 出 来 ”这 是 可 以 做 到 的 , 因 尖 数 僻 +=0， 
y==0 钵 是 方程 式 
art+by=0 
在 60 的 一 般 情况 ,怎样 求 出 方程 式 (3) 的 某 一 址 解 
Lzxo,yo] 呢 ? 我 们 先 来 潜 一 个 例子 . 
融 已 知 方 程式 是 
1272 一 527 十 1 一 0。 
我 们 要 改 释 未 知 数 的 傈 数 的 比 。 


首先 ,从 出 假 分 数 号 的 整数 部 分 


用 等 於 号 的 台数 -二 -来 代替 半分 数 加 .我 们 得 到 ， 
加 


把 所 得 分 母 的 假 分 数 -和 5 ,也 作 同 样 的 收 儿 : 
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52 6 1 
3 2+-55 二 2 十 妈 


6 


现在 ,原来 的 分 数 已 可 化 成 天 样 的 形式 


127 1 
"52 “2+ 一 了 
本 
6 
对 於 分数 守 再 作 同 样 的 演算 : 


淮 是 
197 。， 1 
Bt 
1 
3+ 6 
5 


6 1 
百 一 1 本， 
我 们 得 到 最 后 的 结果 : 
127 1 
本 2+ ' 
+ 一 一 
3+ 1 
1+ 桔 


我 们 得 到 了 叫做 有 限 连 分 数 或 有 限 连 锁 分 数 的 式 于 . 去 
挤 过 个 违 分 数 的 最 后 -个 从 数 五 分 之 一 ,将 所 得 的 新 速 耸 数 
化 成 普通 分 数 , 薄 且 和 从 原 来 的 共 数 上 沽 去 它 ， 


2+ 一 -一 =2+ 一 上 -=2+ 寺 = 好 ， 
2 2+ 全 四 
3+7- 
127 22_1143-1144_ _1 
总 9 52.9 52.9° 


把 所 得 的 式 子 通 分 , 牙 且 去 掉 分 母 ;其 
127. 9—52 .22+1=0.。 
把 所 得 的 等 式 和 方程 式 
127%—52y+1=0 
相 比 较 , 得 ”=9, y=22 是 适 个 方程 式 的 一 粗 解 , 兹 且 依 照 定 
理 叱 的 一 切 解 必 包 括 在 级 数 
w=9+52t, y=22+127t (t=0,+1,+2,.... ) 
冲 面 . 

所 得 的 千 果 提供 出 过 样 的 观念 , 即 在 一 般 的 情况 ,要 求 方 
程式 
ax+byt+c=0 
的 整数 解 , 就 应 当 将 未 知 数 傈 数 的 比 化 成 速 耸 数 ,去 掉 它 的 最 

和 后 一 个 分 数 , 普 且 完成 上 面 所 作 前 类 似 的 计算 . 
篇 了 认 明 适 个 命题 ,必须 用 到 束 分 数 的 某 些 性 质 ， 
我 们 来 研究 既 较 分 数 二 ,用 q1 表示 a 除 以 5 的 商 , 用 7， 
由 示 镍 数 。 刷 得 
a=gb+7rs, 7s<b. 
其 次 , 句 9 是 656 除 以 7 的 商 ,78 是 除数 。 则 


一 37 十 8， 73<<73， 
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同样 
73 一 037g 十 94， 74<7g， 


7g 一 074 二 75， 756<74， 


叫做 欧 闪 里 得 算法 . 除 得 的 余数 办 ，r …… 呆 合 太 不 等 式 
b>7o> 78> 7 > 0, (5) 
就 是 它 个 机 成 一 个 非 负 数 的 尼 降 数列 。 
因 人 篇 芝 些 非 负 数 的 整数 不 超过 ,个 数 不 能 无 限 , 所 以 在 
过 程 中 的 某 一 步 ,部 分 商 的 构成 就 终止 了 , 由 此 以 后 轮 到 的 余 
数 了 就 释 成 了 零 。 届 加 是 数列 (5) 中 最 后 一 个 不 等 页 雾 的 饼 
数 , 肿 7,y1 二 0, 而 欧 旭 里 得 算法 对 座 数 整 4 和 5 具有 送 样 的 


形式 
a=qwbi+rs, 


0 一 0a73 + Tg) 
93 一 0s7s 十 74， (6) 
LP nk EE 十 9 
| 一 Qnyn。 


我 们 将 所 得 的 等 式 改 寓 成 适 样 形式 ， 


a 1 
一 和 
和 
1 工 
二 的 十 万， 


二 元 一 次 妃 吾 廊 1 


yn 一 Tn 
Fn 

Trt 

rn 9 


用 过 些 等 式 中 第 二 行 的 相当 什 来 代替 第 一 行 的 -, 用 第 三 行 
的 相当 值 来 代 蔡 第 二 行 的 - 记 , 过 样 做 下 去 ,我 们 得 到 -2- 化 成 


的 连 分 数 ， 


a 1 
pt 1 


1 
dn-1 + 了 
nn 


在 过 从 数 中 ,从 某 一 部 分 开始 ,把 在 攻 以 梧 的 公 部 上 去掉, 过 样 
得 到 的 式 子 , 叫 做 连 玫 数 的 近似 分 数 ， 第 一 近似 分数 3 是 由 
去 掉 从 部 起 的 一 切 部 分 得 到 的 : 


SL 一 < 
第 二 近似 从 数 ,是 由 去 掉 链 元 起 的 一 切 部 分 得 到 的 ， 
5=9 + 证 > 全 ， 
同样 地 6s=m + -了 -< 了 妈 ， 
人 二 
d= + 一 -- 邱 -> 全 ， 
gat+ I 
ds+ 一 
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依据 构成 近似 分 数 的 方法 ,就 产生 明显 的 不 等 式 
O16s < <<09: 1 下 063>> 04> 轩 的 和 和 和 | > 62r> 


我 们 将 第 8 个 近似 分 数 51 写成 天 样 的 形式 
b= (hn), 
而 求 构成 着 个 近似 分 数 的 分 子 和 分 侠 的 法 则 我们 改 稳 起 首 
克 个 近似 分 数 561 .62,5s 的 形式 : 


0 一 = 了- = Q:=1; 
1 7+1 Po 
3 一 ff 人 0 T=dtl, Qs = 92; 
一 二 Ys sth + Ls. 
68= qi+ q+ 二 人 4 十 dads+1 Ylstl Us?’ 
Ps=q19278 +91+98, Qs=qa9st+1. 


由 此 可 得 : 
Ps= Palst Pi; Qs=Q29s+ Qi 
我 们 用 狠 纳 法 来 儒 朋 ,相克 於 半 人 情况 
Pe=Pr-19r + Poa,  Qr=Qr-10: + Qe-y ,7) 

对 从 一 切 有 3 的 数 虱 成 江 . 

事实 上 , 珊 对 於 某 一 个 1zP3 的 数 等 式 (7) 成 立 , 从 近似 
人 接 就 可 以 待 出 下 面 的 情况 : 在 式 子 64 虚 ,用 

- 证 来 代 ; 林 4, px 就 多 成 了 6411， 根 钳 铺 秽 法 的 假设 ， 
日 参看 这 一 套 羽 破 索 明 斯 基 (H，C，CoMnHCKRi) 敬 的 ' 数 次 区 钠 浅 '， 


国立 技术 理 翘 诗 籍 出 版 社 ,1950 年 凡 版 (已 有 中 译本， 高 答 沾 ,中 国 青 下 出 版 社 
册 了 县 ,一 一 瀑 者 性 )、 


ES } 
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Bs = De Lit + Drs 
Qk Qk-1dx +Qr--9 


在 双 豪 ,用 44+ 了 一 代 灶 ,我 们 得 : 


PP- (w + 7 ) t+Pri2 Pr + Pe 
加 dpi4 有 Gr 
Op+1= @ 1 ) 一 1 
2 .+ 十 Or. .十 三 一 一 人 
Qr-l dx Ti 人 9 Ox Tn QE-1 


— Prdrt1t Pal 
Orlyxt1+ Qi 


由 此 , 因 篇 441 一 下 得 
Pxii= Prdrs1+ Ppt Go 一 GregeriTTQe-l， 
着 样 一 来 , 从 等 式 (7) 对 於 基 一 个 X 之 3 的 数 成 并 ,得 到 对 内 
8 十 1 它 也 成 并 ， 而 且 轩 论 人 一 3 等 式 (7) 已 成 立 , 奉 是 它 对 
太一 切 hz3 的 数 和 都 成 立 的 正人 砍 性 就 确定 了 ， 
现在 我 们 王立 明 , 相 畦 接 的 十 个 近似 分 数 的 莽 3 一 3- 
适合 於 天 傈 


(k>1)., (8) 
事实 上 ， 


六 一 人 
人 El 人 GE- “ 


用 公式 (7) 改 释 所 得 分 数 的 耸 子 ， 
PrQr 一 -1 
= Preiget Pr ori— (Qe Qs 9 Pe 
=— (Pyp_1Qr-2— Qer_1Pr-a). 
在 这 括 张 豪 的 式 子 , 可 从 原来 的 式 子 用 6 一 1 代 赫 得 出 来 。 


Or Or-1 一 


14 此 程 式 的 整数 人 饼 


对 於 所 得 到 的 式 子 , 重 被 着 样 的 收 爸 ,显然 地 ,我 们 得 到 一 带 
串 等 式 ， 


Pro 一 QrPr 1 一 ( —1 ) (Pr-1Q4-8 和 和 1Pe_ 3) 


( 本 1)20 Pr_gQr_g— Qr_soPr_g) 


(一 1)*2( PsQ1— QaP1) 
=(—1)* 2993+ 1— gg1) 


= (一 TD 
由 此 可 知 ， 


—_PrQr-A~QrPr-l (LD*3 (—1)» 
dr — px- QO-1 QiQEA QFQE-1 
若 全 化 成 的 速 分 数 有 只 有 ?个 部 分 ,期 第 ”个 近 似 分 数 3， 就 
各 一 臻 .应 用 公式 (8) ,在 一 的 洲 侯 ,我 们 得， 


6 6n-1 二 (~L? 


QO-1 ? 
-DD)" 
bi Gn-1 一 bo 1 . (9) 
现在 我 们 回 到 解 方程 式 


a2 二 00，(w 0 一 1。 (10) 
我 们 把 央 傈 (9) 改 富 成 这样 形式 


《1 
bo OQ LO 
通 分 及 沙县 把 它 消 去 ,我 问 香 


QQ 1 一 0 1 一 《 一 1)”, 


aQn_itb(— Ps)+(—1)"1=0 
用 (一 1)"'o 稼 过 个 关 傈 式 , 有 
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中 (一 1 IeQ ,11+ oo—1)"cpa1j+c=Y, 
由 此 可 见 , 过 一 对 数 [ze yo]j， 
2Zo 一 (一 DOQ Yo=(—1)"CPr1; C11) 
是 方程 式 (10) 的 一 租 解 , 蓄 且 根据 定理 ,过 个 方程 式 的 一 切 解 
具有 过 模 的 形式 : 
z=(—1)" 1 1—bt, y=(—1)"cP tts 
(一 0, 士 1, 士 2，……)， 
上 面 所 得 前 结果 ,完全 解决 了 关於 求 二 元 一 次 方程 式 的 
一 切 整数 解 的 冉 题 。 现在 我 们 来 进行 研究 革 些 二 次 方程 式 。 
三 三 元 二 次 方程 式 的 范例 
[ 印 例 1] 我 们 玉 背 察 三 大 二 次 方程 式 : 
03+ Y=22。 (12) 
天 个 方程 式 的 整数 的 龙 何 的 解 , 可 以 过 样 说 明 , 求 一 切 毕 加 果 
拉 斯 三 角形 9, 就 是 直角 三 角形 ,在 那 癌 ; 南 人 条 次 人 角 兆 2;y 引 
是 整数 , 斜 跟 也 是 整数 ， 
用 a 者 示 4 和 9 的 最 大 公 因 数 : 4=(%,y)。 则 
4 一 X10， Y=Yid; 
测 方 程式 (12) 取 适 杰 形式 
ri dd? t fd? =2, 
由 此 可 知 ;人 2 可 由 被 可 除 蒂 - 也 就 是 ,z 入 4 的 信 著 :z 一 21q， 
现在 方程 式 (12) 可 以 宽 成 所 绊 形式 


日 即 勾 股 形 ; 据 我 国 十 算 下 “月 山 算 锡 :是 商 商 发 现 的 ， 一 一 弹 者 硅 
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x2 dtd = 2 
除 以 2, 我 们 得 : 
X22 2 

我 们 得 到 了 和 沸 方 程式 一 样 的 形式 ,; 兹 上 且 ,现在 x1 和 角 
两 个 数 不 具 有 1 忆 外 的 公 因 数 。 通 样 一 来 ,方程 式 (12) 的 解 
可 以 限 於 x 和 3 是 瓦 质 数 的 遂 种 情况 。 因而 , (x2,y) =1， 
於是 % 和 9 雨 个 数 中 至 少 有 一 个 (例如 3) 必 定 是 奇数 . 移 多 
到 方程 式 (12) 的 右 兆 , 我 们 得 : 


V2; 2+Y)(2—Y), (13) 
用 di 表示 两 个 式 子 ?+ 和 2 一 y 的 最 大 公 因 数 。 则 
z+y=ad, 2 一 一 pq， (14) 
各 龟 4 和 5 是 互 质 数 . 
将 z+2y 和 ?一 y 的 值 代入 (13) ,我们 得 : 
2Z3 一 0Qb03， 


因 篇 & 和 2 十 数 没 有 公 因 数 , 则 所 得 的 这 个 等 式 只 有 在 % 和 和 8 
都 是 平方 数 的 情况 才 可 能 99: 


0 一 了， 0 一 22。 


那 叶 候 2 一 2u2c1 ， 
而 4 一 WO ， (15) 
现在 ,我 们 由 等 式 (14) 求 y 利 lz2。 把 过 两 个 等 式 相 加 , 香 ， 


, 2 十 12 
2z 一 0di + b= Wd Wd; 2 (16) 


从 等 式 (14) 中 的 第 一 倍 诚 去 第 二 人 ,得 : 


日 大 家 知道 ， 两 个 亏 质数 的 积 ， 只 有 在 竺 一 个 内 数 都 是 完 会 下 方 数 的 时 
馆 它 地 能 是 一 个 完全 平方 数 
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2 一 ;2 
2 ds (17) 


可 


27 一 4 bd =U Y= 
由於 了 是 奇数 (15) 我 们 得 四 和 也 各 是 徊 数 ， 不 但 莉 
样 , 膛 得 di= 1 内乱 车 不 过 样 : 旭 从 等 式 
ad, 
将 要 得 出 x 和 2 南 个 数 具 有 公 因 数 di 半 1, 关 和 它们 是 三 时 
数 的 假设 相 了 矛盾 。 和 % 南 个 数 和 互 改 数 & 犁 的 关 傈 ,有 


等 式 


光一 WO Y= 


a=u, b=, 
因而 它们 本 身 也 是 互 质 数 ; 巧 且 "<w, 因 篇 8<0, 着 由 等 式 
(14) 可 以 看 得 很 阴 白 ， 

腑 一 1 代入 等 式 (15)、(17) 和 (16) 中 ,我 们 就 得 公式 : 
志和， z 一 公交， (18) 
洽 出 用 互 质 的 琳 数 入 和 2 (?<w) 表示 的 ,没有 公 因 数 的 三 个 
正 整 数 x y,z, 它 们 是 斋 合 方程 式 (12) 的 ,交接 和 将 zx,y 和 zjf 
入 方程 式 (12) 中 ,很 容易 避 明 , 取 任 何 的 公 和 2 (18) 都 漳 合 
於 对 个 方程 式 ， 

对 蕉 开始 的 妈 个 和 和 ?的 值 ,公式 (18) 朗 杰 成 下 面 常 见 


的 等 式 : 


人 一， 4 一 


32+ 42= 052  (vV=1,W=3), 

53 十 1232 一 132 (v=1,W=5), 

152 二 82 一 172 (4 一 UL= 5)。 

恰 如 关 才 所 讨论 的 ;公式 (18) 只 给 出 方程 式 
22 十 32 一 2Z2 


在 %,y 和 ?三 数 没 有 公 因 数 蛙 的 那些 租 解 。 澡 倍 方程 式 的 其 
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修 各 租 正 整数 解 , 订 市 包含 企 公式 48) 中 的 解 科 以 公 尺 数 
得 由 来 . 

床 用 我 让 得 到 方程 式 (12) 的 一 切 解 的 同样 方法 ,也 可 以 
待 到 同一 闫 型 的 章 的 方程 式 的 一 切 租 。 

[范例 2】 求 方程 式 

人 2 十 2202 一 22 (19) 
的 一 切 正 整 数 解 ,其 中 x,y.z 是 两 两 丘 览 的， 

我 个 注意 ; 若 2,y)z 是 万 程式 (19) 的 一 起 解 , 赣 及 和 92 
不 具有 1 以 外 前 公 因 数 , 妈 它们 就 必 是 两 十 巨 质 的 ， 事 实 上 ， 
车 4 和 y 是 质数 >>2 的 倍数 ,如 从 等 式 

2 2 多 
(到 二 2 区) 一 全 
可 以 得 出 z 也 是 名 的 倍数 , 因 篇 等 式 的 左 浊 是 一 个 整数 ， 在 
% 和 z 或 y 和 z 都 能 匆 被 2p 除 得 茵 ;情形 也 是 一 样 ， 

我 们 焉 得 注意 ,看 化,y,z 的 最 大 公 因 数 等 於 1 ,x 必须 
是 一 个 奇数 . 事实 上 ,车 “是 一 个 偶数 , 旭 方 程式 (19) 的 左 遂 
就 是 偶数 ,就 是 说 z 也 是 偶数 . 但 着 峙 x?， 和 2 将 被 4 除 邦 . 
因而 28? 也 话 当 被 4 除 得 萝 , 换 句 话 说 ,y 也 床 当 是 一 个 偶数 、 
这 就 是 说 , 若 半 是 一 个 偶数 , 则 ”yz 全 午 得 是 偶数 . 因此 ， 
在 一 硼 解 中 没有 以 外 的 公 因 数 , 则 2 必须 是 一 个 奇数 。 由 
此 还 可 以 得 到 ,z 也 必须 是 -- 个 奇数 。 将 zw? 移 到 布 站 ,我 个 
得 : 

2y2—22 — m2 (+0) (2 一 和) 。 
但 是 ,z+x% 和 2 一 * 具有 公 因 数 2。 实 际 上 , 设 它们 的 公 因 数 
篇 ad, 加 
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ztr=hkd, 2 一 和 一 1 
这 锅 丰 和 1 芋 卫 介 整 数 。 玫 和 诚 道 南 个 等 式 , 我 们 得， 
22=adth+tD), 2%—ad(k—D). 
但 z 和 % 是 奇数 让 上 且 是 互 质 数 , 因 而 2% 和 2z 的 最 大 公 因 数 必 
得 是 2， 由 此 可见， d=2, 


由 此 ,或 “5 或 “2 是 奇数 ,因而 或 南 个 数 
Zz 十 儿科! 一人 
是 互 质数 ,或 两 个 数 
写 < 和 2 一 2 


是 所 质数 ， 在 第 一 邦人 情 形 , 由 等 式 
(2 十 的 人 全 一 9 
得 到 
2+ X=n2, 2—%=2m2, 
而 在 第 二 种 情形 , 由 等 式 


2+r 
5 ( 


2—7%)=Y2, 
得 到 
Zz 二 +%=2m2, 2—%=n2; 

着 儿 % 和 ”m 都 是 整数 , m 是 奇数 , 牙 且 %>0,m>>0, 攻 谎 z 
利 z 解 各 两 组 方程 式 系 ,站 且 求 ,我 们 得 到 ;或 是 

z 一 机 (na 十 2m2)， 2 总 (一 2002)， y=mns 
或 是 

2 一 于 Cn2 十 209)， zx 一 去 (2722 一 m2)， y=mns 


到 儿 m 是 奇数 ， 联合 各 两 想 表 示 %,y,z 的 解 的 公式 ,我 们 得 
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| 


一 般 的 公式 

区 二 士 二 (na2--2002) ， 2 一 TU 2 二 二 Co 十 2222) ， 
送 儿 加 是 奇数 ，。 但 ,要 使 得 z 和 者 是 整数 ,必须 使 是 侦 
数 . 设 %=25 和 人 一 4 我 们 最 后 得 到 了 输 熏 方程 式 (19) 一 
切 没有 大 於 1 的 公 因 数 的 正 整 数 解 >,y;,z 的 一 般 公式 

% 一 土 (03 一 203) ， y=2ab， 2z 一 02 十 203， (19") 

各 儿 & 和 是 互 质 的 正 整数 , 东 且 “ 是 奇数 . 在 过 些 条 件 之 
下 ,4% 和 电 的 值 可 以 任意 如 定 , 但 要 使 待 z 是正 的 。 公式 (19') 
实际 上 葵 出 了 一切 两 两 丘 质 的 正 整数 解 ,yw 因 篇 ,一 三面 
我 们 症 明 了 ,在 过 种 情形 之 下 ,9;9;2 必然 由 公式 (19 来 表 
示 , 而 在 另 一 方面 ,车 我 们 给 了 通 合 我 们 人 条 件 的 两 个 数 & 和 2， 
姑 %,y,z 必 俱 是 互 质 的 , 东 且 是 方程 式 (19) 的 解 。 


四 -4y=1 型 的 方程 式 ， 
求 这 种 方程 式 的 一 切 解 
现在 ,我 们 来 研究 具有 形式 
£2— 473 一 上 (20) 

的 二 元 二 次 方程 式 的 整数 解 ,这儿 4 是 正 整 数 而 不 是 完 驰 在 
方 数 。 篇 了 求 出 解 着 种 方程 式 的 门 径 ,我 们 先 来 介绍 将 形式 
是 Y 4 的 夕 理 数 化 成 速 分 数 的 方法 。 由 欧 灵 里 得 算法 ,我 们 
可 以 把 一 切 有 理 数 化 成 有 限 束 从 数 。 对 认 扰 理 数 生 是 另外 一 
回 事 . 相应 藉 无 理 数 的 是 乱 限 还 从 数 。 例如 ,我 们 于 将 无 理 
数 V2 化 成 速 分 数 . 

改 释 颖 而 易 见 的 局 等 式 
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(CYVY2 一 DCW2 二 IDD) 一 1 


篇 2 一 上 = 一 -一 -一 ， 
v2+1 
V2—1= 1 
29+(V 32—1) 
分 年 中 所 得 到 的 差 Y 2 一 1, 用 相等 的 同样 的 式 子 
1 


29+ (V2—1) 


表示 ,我 们 就 得 ; 
林 _ 1 1 /Do 1 

W 2 1 一 I ; WV2=1+ i 
2+(wW9 -1) 2+ (V2—1) 
再 一 次 用 同样 的 分 数 来 代替 末了 一 个 分 有 尽 括 呈 中 的 数 , 则 

VE=1+— + 

2+—1 

9+ 1 


29+(vV 2—1) 
楼 绩 适 个 步 隘 ,我们 得 到 下 面 W 2 化 成 的 扰 限 连 分 数 ， 


V5=i1i+-—1 一 (21) 


我 们 斋 注 意 , 上 面 所 用 的 化 这 人 牙 数 方 法 是 利用 拔 等 式 
(Vmtl— my milt+m)=1 
作 根 钱 的 , 菠 不 能 对 一 切 钨 理 数 VA 都 通用 。 到 个 方法 . 
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很 明和 白地, 可 以 硒 用 在 渤 积 情形 ,就 时 党 整 烧 4 能 狗 表 示威 
4 二 7 十 1， Wi 是 稚 以 外 前 任何 整数 的 蛙 候 (在 特 儿 情形 ,和 营 
m 二 的 侍候 ;得 VE 的 展 明 式 ,党 到 =2 印 得 V5 的 殿 直 
式 等 等 )。 但 是 ,一 般 情 形 芍 化 V4 成 忽 限 这 分 数 的 比较 简 浊 
的 方法 日 ,是 大 家 已 经 知道 了 的 ， 

和 在 以 前 的 有 限 圳 分 数 的 情形 -一样 , 我 们 把 扰 限 堪 分 数 
(2 电 也 改 风 成 近 俱 分 数列 33 3s …… 


G1 一 1， SH1<V2; 
5:=1+ 玉 = 卫 ， 6s> V3 
B=1+—tT = 6<V2; (22) 
2+ 一 
2 
17 = 
64 = =15 SG>V2 
从 做 成 近似 分 数 的 方法 序 得 ， 
B61< Hse <y2, 
62> B41> >V2, 


一 般 地 ,车 已 知 某 个 插 理 数 x 的 无 限 连 分 数 展 琉 式 


日 人 参看 ,例如 , 隐 诸 局 德 (11. B. ApHoTb1ha) 的 ' 数 渝 ' 第 六 章 ( 玖 俄 数 育 
部 钢 立 数 科 填 轴 版 社 ,1939 平田 版 )3 诚 酝 基 (A 中 XHH4HH) 的 “ 逐 分 数 (网 立 
技术 理 褒 医 籍 国有 瞩 社 ,1949 再 图版 )。 
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则 对 於 过 些 近 伍 分数 ,不等式 
Br08 on Lu Og 2 


成 立 。 我 们 将 近似 从 数 9 表 下 成 这样 形式 ; 


以 前 对 截 有 限 可 分数 所 得 到 的 关 傈 (7) 

Pr= Po ia 十 Pa Qs=Qr19r+ Qi- 
关 众 无 限 过 分数 也 成 立 ; 因 乱 在 推出 过 个 关 傈 的 娃 候 ,我们 阔 
疫 有 利用 到 适 束 分 数 是 有 限 的 到 个 性 质 .。 因此 ,在 相 轩 的 两 
俏 近 似 分 数 之 半 的 关 傈 (8) 也 一 样 地 成 立 : 


3》 一 (1 
Ox Or-_1 一 Or . 


例如 ,对 於 V 2 化 成 的 过 分 数 的 近似 分 数 ,党 b==3 和 4==4 的 
时 候 , 从 (22) 我 们 就 得 ; 


(24) 


7 3 一 工 
G36 0 
_ 7 
dF 


这 ,当然 和 (24) 所 指出 的 结果 一 致 . 
和 从 (24) ,特别 可 得 到 ， 


一 中 天 十 
一 Ogp+1 一 一 (Sai 一 8 中) 二 一 全 一 mr 
现在 ,我 们 求全 明 不 等 式 
0< Pas—aQo < (25) 


是 正确 的 .实际 上 , 过 个 不 等 式 的 左 竟 立 剂 可 以 得 出 来 , 央 乱 
依照 (23) 
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Po 
ao 一 站 2 a op 0<Poz oa. 
2: 


襄 明 不 等 式 (257) 的 在 避 也 不 采风 ,上 (23) 


ora<8or; 
因而 jx 一 xc<0 bani 0 
由 此 ,用 -0 苦 代替 624; 我 们 得 : 

Por. 1 


[@ < ~ 从 
Qar (or Yar 


用 &zs 彝 关 个 不 等 式 , 我 们 就 得 到 所 要 求 的 结果 


Po 一 aQw< ni 
现在 ,把 已 经 得 到 的 结果 应 用 到 解 方程 式 
22—2y2=1]。 (26) 


我 们 改 多 着 侦 方程 式 的 左 兆 ， 
02 一 2 一 (2 一 W IY LEY 2Yy), 
改 2= Po 和 4=Qx, 过 儿 Pu 和 Qs 是 Y 2 化 成 的 连 耸 数 的 
相 详 的 近似 分 数 的 从 子 和 分 母 ， 因 而 
Pa,—2Q%= (Pys— V2Qan) (Po+W2Q2)， (27) 
得 出 的 等 式 的 左 稳 也 就 是 右 光 是 个 整数 ， 我 们 来 匡 明 ,着 个 
履 数 大 於 堵 而 小 徐 2, 因 而 就 等 礁 1， 对 钛 适 一 点 ,我 们 应 用 
不 等 式 (25), 取 a=V2; 
0< Par ~ 2 Qo < (28) 
由 此 可 见 ,(27) 右 净 的 两 笛 因 数 部 是 正 的 ,就 是 
3 一 2 Q%>0, 
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在 另 一 过 ， 
1 
Prt— 2 Qor < i Qo 911 + (025-1 
1 1 
一 -~ < 。 
20s2+ Qor-1 202x 
但 由 (23) 
3 一 了 > V2, 
Qa 
因而 


V2 Qan < Pay, 
Par+ V 2 Qar<2 Por, 
下 上 且 , 对 於 等 式 (27) 右 毛 的 两 个 因数 ， 全 不 本 
Pa — 2 Qsr < 
Pzx t+ V 2 Qa <2 Pzr. 
将 和 冯 南 侗 不 等 式 相 习 , 得 : 
Pn — 2Q3 


5 


< 人 从， 
应 用 不 等 式 (28), 因而 我 们 得 ， 
_1_ 
~ 9 Qor+ 
Ph —2Q% < 一 一 Qe VF oe 


而 因 篇 对答 所 有 的 1 之 1 


< 
《030 了 1 Oo 10 ? 


-2@3 <V2 + 而 <2. 
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ra em 一 一 一 一 一 一 一 


过 样 -- 环 ,我 们 就 登 朋 了 ,整数 P& 一 242 对 蕉 任何 8 昌都 
谤 合 於 不 等 式 
0<D2, 一 262. < )。 
因而 ， 
1 一 2Q02 一 1 
就 是 2= Poz,y=@o 两 个 数 ,在 任何 zl1 的 上 时候, 部 答 和 与 方 
程式 
223 273 一 1 

的 解 ， 

我 们 到 到 时 候 还 不 食 知 道 , 我 们 所 已 求 得 的 方程 式 (26) 
的 解 是 不 是 这 个 方程 式 的 - - 切 解 。 

现在 自然 就 会 提出 过 样 的 问题 ,党 gy 4>01 号 整数 而 YA 是 
力 理 数 的 时 修 , 怎 样 得 到 方程 式 

— AY2=1 (29) 

的 一 切 整 数 解 x 和 y。 我们 来 指明 ,假如 方程 式 (29) 至 少 有 
一 租 解 是 已 知 的 时 候 , 半 是 可 能 做 到 的 ， 在 方程 式 (26) 的 例 
中 ,我 们 已 经 见 到 这样 的 方程 式 是 有 解 的 我们 莫 桂 不 间 , 方 
程式 (29) 是 不 是 至 少 具 有 一 租 与 整数 解 z=1,y 二 0 不 同 的 整 
数 解 ,我 们 现在 要 阿 :怎样 从 方程 式 (29) 的 -- 和 -一 定 的 解 , 基 
我 们 把 它 星 做 最 小 解 的 ,; 求 责 它 的 一 - 切 解 来 .。 

我 们 假定 方程 式 (29) 上 且 有 -一 租 非 常 解 [x0.y6j.m0>0， 
yo>0, 

—A%W%=1. (30) 
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(我 们 记 好 , 把 通 合 从 方 程式 的 一 对 整数 [ze yo 中 做 一 朝 
解 ). 若 V4>0, 在 z=xzo，4y= 加 者 ,二 项 式 Z+Y43 的 侍 ， 
是 将 方程 式 (29) 的 一 切 可 能 有 的 (办 於 零 的 ) 正 整 数 解 代 其 
中 的 4 和? 所 得 值 中 的 最 小 的 一 个 , 旭 我 们 叫 到 相 解 [xzo Yo1 
是 最 小 解 。 例 如 六 伶 方程 式 (26) ,最 小 解 就 是 4% 二 3,y = 二 23 内 
坟 在 %* 和 9y 取 过 种 值 的 蛙 候 :2 + V29 就 取 数 值 3+2W 2, 而 
方程 式 (26) 意 不 存在 别 的 最 小 解 。 过 只 消 起 去 引 取 小 的 正 蔓 
数 ,使 得 它 叉 是 解 , 泪 且 双 使 *+W29 的 值 不 大 谎 3+2vV 2， 
就 可 以 立 齐 看 出 来 。 实 际 上 ,就 大 小 褒 ， 方 程式 的 次 一 各 解剖 
值 是 x= 17, 9y = 12, 很 明白 地 ; 17+12Y2 大 座 8+2V2， 
我 们 还 得 注意 , 范 不 存在 方程 式 (29) 的 两 址 最 小 解 ， 友 深 来 ， 
我 们 假定 ;有 两 棚 解 [zi1,y1] 和 [za .ys]， 它 们 祁 给 二 项 式 
2 二 W4y 同 襟 的 值 。 旭 

vi 十 WO 说 = 妇 二 Wo， (31) 
但 V4 是 无 理 数 ,而 z1,Yy1,7x2,y 是 整数 。 那 来 ;多 等 式 (31)， 
直接 可 得 到 

91 一 2 一 (2 四 一) YA, 
过 是 不 可 能 的 , 因 需 和 一 如 是 整数 ,(9a -ywW4 是 整数 和 畴 
理 数 的 积 必 显 优 理 数 ,而 整数 不 可 能 叉 是 无 理 敌 。 若 全 = 
和 1 一 yz, 关 个 予 盾 就 消失 了 ; 换 句 话 褒 ,我 们 所 取 的 不 是 十 
个 不 间 的 解 而 旦 一 个 ， 册 此 可 知 ,: 若 六 小 解 存在 ; 塘 就 瑟 有- 
租 。 我 们 现在 冰 得 注意 到 方程 式 (29) 的 解 的 一 个 很 重要 的 性 
自 。 设 [zt1,y1] 是 方程 式 (29) 的 解 , 旭 

— AY=1 
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(vit VAY) (v1 AY)=1. (32) 
现在 ,将 等 式 (32) 的 坪 超 自 乘 次 (n 是 正 整 数 ): 
(Kit VV AY) "vi WAY)"=1. (33) 
依照 二 项 式 乘 方 的 法 旭 , 审 行 乘 方 ,我 们 得 ， 
(21 十 W .41)n 一 0 十 nOdrIW 4 
+ or AR + DY + Ay,, (34) 


逼 儿 % 和 y 都 是 整数 , 因 篇 依照 二 项 式 法 有 ,展开 式 的 第 
项 ,第 三 项 ,一 般 说 来 ,一 切 的 奇数 项 都 是 整 烤 ,而 偶数 项 祁 是 
整数 乘 以 W4。 分 别 集 合 整数 项 和 WwW4 的 整 倍数 的 项 ,我 们 
就 得 等 式 (34) ， 两 个 数 z。 和 yn， 照 我 们 就 要 改 明 的 ,也 是 方 
程式 (29) 的 解 . 客 际 上 ,从 等 式 (34) , 改 缀 V4 的 符号 ,我 们 
就 得 等 式 
Cp1—V AY)"=L— AY,. (35) 
将 等 式 (34) 和 (35) 相 滋 蓝 且说 用 等 式 (33) ,我 们 最 后 得 到 
(wit v Ay) si— AY) = sat VAY) CK VAY,) 
=%3 — A =1, (36) 
换 句 话说 ;wy 也 是 方程 式 (29) 的 解 . 
现在 我 们 能 兔 第 明天 饼 方 程式 (29) 的 解 的 基本 完 理 ， 
[定理 2】 方程式 (29) 
22 一 02 一 1 
的 一 切 解 , 在 4 是 正 数 而 4 是 无 理 数 的 时 候 , 具有 形式 
人 十 2 士 y。], 通 多 
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dsr, 


Vi, =3[(t0+ yoy A)"+ (Xo0~ Yo Vv 4)"]. 

| (37) 

Yn =— (rot yoy A)"— (xo— Yov A)"], 
2 .1 


而 [zx。 yo 是 最 小 解 。 
( 牙 明 】 假 阁 不 是 着 样 ,我 们 假定 方程 式 (29) 存 任 关 正 
整数 解 [> 9], 写 使 得 等 式 
好 十 W 4 一 (go+W4yo" (38) 
对 众 任 何 的 正 整数 "% 都 不 成 并 。 我 们 来 静 察 数列 
wo+ VAYyo, (KoF VV AY xo VAY 
因 篇 0 之 1,9o 之 1 和 %o 十 4yo>>1, 所 以 着 是 一 个 扰 限 泪 埠 
的 正 数 刘 。 由 伶 [zo .yo] 是 最 小 解 , 依 照 最 小 解 的 定义 
w+ Ay'>rot VY Ay. 
因此 , 必 可 求 得 整数 % 之 1 ,使 
(mov Ayo) "<rty AY < roty Ayo"t'!l, (39) 


(vot Ayo) (Xo— V AY0) = AY=1>0, 
所 以 wo— V Ayo>0. 
因 需 将 不 等 式 (39) 的 各 项 弱 以 同一 个 正 数 (zo-- VAyo)", 所 
有 不 等 式 的 方向 不 多, 我 们 就 有 : 
(vo +t Ayo) "zo—v Ayo)" < t AY) Cro- Von" 
roFy Ayo" (mo—y Ayoy". (40) 

因 篇 

vot Ayo)" ro—y Ayo)" =(%2 — Ay2)"=1, (41) 
所 以 
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(zoTW Ayo) Txo VAyo)"—=xrot WV Ayo. (42) 
此 外 ， 
wr+ VAY so—V Ayo)"= (2' + AY) ss — V AYs) 
一 0IVn AY'Ys + VACY'Ls — LYn) 
=7Z%+VAY, (43) 
胎儿 x 和 4 是 郴 数 , 阔 且 
ts — Vv Ayn= (To — V Ayo)”. 
应 用 关 傈 (41),(42), (43) 以 及 不 等 式 (40) ,我们 得 到 不 等 式 
1<r+/ AY < + Ayo. (44) 
我 们 来 从 明 适 一 对 整 数 z 和 4 必定 是 方程 式 (29) 的 解 。 实际 
上 ,将 等 式 (43) 即 等 式 
w+VAY=(r ty AY) so V Ayo)" (45) 
和 从 (43) 改 楼 Y 4 的 符号 ,交接 得 出 来 的 等 式 
w—VAY=s— VAY Rtv AY)", (46) 
各 站 相生 ,我 们 就 得 ， 
(Z+YADGE- YVAND DA 
一 (2 二 AY) x'— Ay) vot VY Ayo) "vo— vy Ayo)" 
=(¢9— Ay)(z2 — AY2)"=1, (47) 
因 篇 [vx',y] 和 [ro。 yoj 都 忆 方 程式 (29) 的 解 。 末 了 ,我们 来 
杂 明 ;%$>0 和 Y>0. 首先 很 明白 地 ,不 等 众 老 。 宝 际 上 ， 
若 z =0; 则 从 等 式 (47 ) 我 们 就 有 ; 
—AY =1, 
但 因 篇 4>0, 通 是 不 可 能 的 . 其 次 , 若 Y =0, 则 = 已 但 从 
不 等 式 (44)2 > 1, 啤 以 过 也 是 不 可 能 的 ， 最 后 我 们 注意 ,7 
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和 y 的 符号 必须 是 相同 的 .实际 上 ,车 假定 x 和 9 的 符号 不 
相同 , 荐 % 和 一 y 就 必 具 有 相同 的 符号 . 天 时 车 我 们 比较 
2+W4y 和 2 一 47Y 两 个 数 的 绝对 值 , 旭 和 两 个 数 当 中 ,第 
一 个 数 的 息 对 值 必 小 座 第 二 倍数 的 移 对 值 , 因 篇 在 第 一 个 数 
中 是 从 两 个 同 符号 的 数 中 的 一 个 沽 去 他 一 个 ,而 在 另 一 个 却 
是 相 加 .但 我 们 省 知 道 ， 
s+yAYy>1; 
序 ,z 一 .49 的 粗 对 值 -一样 地 也 大 蕉 1。 然 而 
(T+YVAD(F VAY) SH AY =1, 
我 们 就 得 出 了 矛 后 , 因 和 吉尔 个 数 中 每 一 个 的 契 硅 值 都 大 礁 1， 
过 雨 个 数 的 积 的 先 对 值 应 当 也 大 从 1。 由 此 可 知 , % 和 4 的 符 
号 站 同 范 且 “ 记 0 和 ?42s]. 在 过 种 情况 ,由 不 等 式 (44) 已 经 
立刻 可 以 得 到 ， 
4>0 和 4 >0. 
由 此 可 知 ,假定 方程 式 
2 一 41 一 1，4>0 
存在 着 解 [z', 9 使 得 等 式 (38) 对 於 任何 的 正 整 数 nn 都 不 
成 立 ,我 们 就 能 造 出 适 个 方程 式 的 一 租 解 , [x, 站，2 >0， 
y>0,% 和 Y 是 适合 淮 不 等 式 (44) 的 整数 , 通 和 最 小 解 [zo。 yo] 
的 定 闹 相 了 矛盾。 过 样 ,我 们 也 已 征明 了 ,假定 存在 着 不 是 由 公 
式 (38) 所 表示 的 解 ,就 会 引出 矛盾 来 。 换 句 话说 ,我 们 医 朋 
了 我 们 的 方程 式 的 … 切 解 都 能 为 从 公 式 (38) 得 出 来 . 
由 此 ,方程 式 (29) 的 任何 解 [z, 幻 都 可 以 从 天 傈 式 
s+ Ay= (rot AYyo)", n>0 (48) 
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得 到 ,各 名 -wo。Yo7 时 最 小 解 ， 改 缕 上 面 等 式 中 V4 的 符号 ， 
我 们 就 得 到 等 式 
2 一 W4y 一 (ao 一 W4yo)"。 (49) 
如 减 天 两 个 等 式 , 龙 且 相应 地 除 以 2 或 2vV 4, 我 们 得 着 ; 
= n= [vot VAyo)"+ (vo— VY Ayo)"], | cs0) 
y=9= [wot Ay vo- Ayo)"], 
9A 
换 句 话 祝 ,我 们 得 到 了 对 座 任 何 的 解 [x, 引 ] 当 x 和 y 都 是 正 
数 时 的 明 砍 公式 、 若 在 x 和 加 的 前 面 取 任意 的 符号 , 旭 和 从 
各 个 式 子 就 得 到 所 有 的 解 . 
例如 , 因 篱 我 们 在 前 面 已 经 见 到 方程式 
43 一 272 一 1 
芍 最 小 解 是 %=3, y=2, 姑 这个 方程 式 的 - 切 解 都 包含 任 公 
EE 
v= (3+2V2)"+ (9-2Y 2)") 


ys =— (3+2V 2)" 32D)"] 
2 3 


店面 ;从 通 儿 , 取 n=1,2,3, 我 们 得 到 解 ; [3, 2], [17, 12]， 
£93,70], 
我 们 注意 ,zn 和 yy 十 个 数 是 以 随 着 % 增 长 而 以 %0+ V4yo 
作 公 比 的 歼 何 报 数 的 速度 增长 的 ; 因 需 由 等 式 
Cxol VY Ayo) (xo- vAyo)=1 
我 们 能 约 推 得 
0<%0— Ydyo<l, 
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也 就 是 说 , (x0 一 V4yo)" 随 着 %% 的 增长 炮 是 趋 近 於 震 。 

现任 我 们 注意 , 考 方 程式 (29) 至 少 共有 一角 非常 佣 ;一 - 
多 名 应 说, 至少 有 一 朝 Js0 的 解 , 旭 过 个 方程 式 就 存在 着 一 
组 最 小 解 , 而 章 峡 它 的 一 切 解 郡 可 必 和 从 公式 (50) 得 出 米 ， 答 
4 是 任意 正 整数 而 V 4 是 无 理 数 的 司 候 ,大 扒 过 个 方程 式 芷 
利 具 有 非常 解 的 问题 ,我 们 甬 经 作 瑟 苇 保 留 , 没 有 解决 ,现在 
却 壹 到 它 了 ， 

五 二 元 二 次 方程 式 的 一 般 情 沈 

在 对 一 蚀刻 ,我 们 来 省 明 , 对 於 4 蚌 任意 的 正 整数 而 V4 

是 钴 理 数 圭 ,方程 式 
2 Ay*=1 (51) 
想 具 有 非常 解 ,一 一 换 句 应 说 ,存在 着 通 合共 吉方 程式 的 -一 对 
整数 zo 和 yzo;yes0。 我 们 首先 指明 化 任何 正 数 成 过 分 数 
的 方法 ， 前 面 , 乱 了 化 成 过 分数 我 们 贷 经 利用 过 WwW 2 遭 个 数 
的 特殊 性 贤 ， 恬 a 是 任意 一 个 正 数 ， 那 末 , 粮 存在 桨 一 个 整 
数 , 它 小 内 或 等 众 a 而 大 放 a 一 1， 过 样 的 数 只 做 u 的 整数 部 
分 ,而 用 [上 [a] 来 表示 ,a 和 它 的 整数 部 分 的 差 时 做 4 的 分 数 
镭 分 而 用 {a) 来 表示 .从 a 的 整数 部 分 和 分 数 部 分 的 定 闵 ， 
刻 就 得 到 攻 们 中 间 的 竟 傈 ,就 外 ， 
a—[alj= {a}, 
或 
a=[a]+ {a}. (52) 

因 规 一 个 数 的 分 勤 部 分 是 一 个 正 数 跟 不 超 温 它 的 最 大 整数 之 
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曲 的 差 , 所 以 分 数 部 分 炉 小 锥 1 市 不 是 负 的 ,例如 ,各 的 驶 数 
部 分 续 5, 而 它 的 分 数 部 分 是 了 3V2 的 整数 部 分 时 1 而 分 数 
部 分 等 从 V2 一 1;3MV52 的 整数 部 分 是 3, 而 分 数 部 分 等 从 
V52 一 3, 等 等 . 

由 我 们 引用 的 正 数 "的 整数 部 分 和 分 数 部 分 的 定义 ,可 
以 丢 利用 来 化 庆 个 数 成 连 从 数 ， 屋 : 

[qj]=q, (人 = 二 
则 
a=qgi+ 让 (53) 
因 篇 (u } 粮 小 蕉 1, 所 以 al 纺 大 然 1。 落 a 本 身 就 是 整数 ,有 
写 的 分 数 部 分 就 等 庆 老 ,ai 就 等 从 扰 居 大 而 我 们 得 到 等 式 
a=q。 除 了 通 种 特殊 情况 , 它 和 我 们 化 无 理 数 成 速 分 数 是 不 
相干 的 ,我 们 可 以 肯定 ml 是 大 於 1 的 正 数 ,加 锥 这 个 数 wx, 我 
们 和 对 从 “一样 地 来 处 理 , 而 写成 等 式 
1 一 gt 地， qa= Lor], 云 ={a)}， 
机 纺 过 个 步 嗓 , 我 们 得 到 一 系列 等 式 : 
ac 由 二 二， 和 =[a]， 


1 ~ 
mt 0 一 [ai 


Seeeoooeeeaseeeysssivr vv， 


二 元 二 次 方程 式 的 一 - 般 情 况 35 


送 样 涿 个 地 构成 整数 数列 gi, gq3, 98，…… 人 篇 wa 是 
有 理 数 , 换 稀 话 设 , 当 &== 个. 而 4 和 是正 整数 的 峙 候 , 不 识 
看 出 , 训 辕 灯 本 身 说 ,和 用 欧 访 虫 得 算法 来 求 部 分 座 的 步 肯 泪 
无 不 局 [参看 公式 (6)]。 所以, 当 a 是 有 理 数 的 时 候 , 它 应 党 
是 有 止境 的 。 当 a 是 扰 理 数 的 持 候 , 过 个 数 刘 必 是 无 止境 的 。 
实际 上 ,车 在 某 一 个 蓝 数 时 ，o" 是 整数 , 则 由 此 可 得 an-_i 必 
是 有 理 数 , 适 也 就 引出 cs- 也 是 有 理 数 , 过 样 下 去 ,最 后 ,oa 是 
有 理 数 。 从 公式 〈54) , 作 一 巡 迪 的 代入 把 ol， oa ，………:an. 
消去 ,我 们 香 到 过 分 数 


nt 
人 ? (55) 


a 


因 凯 m 可 以 取得 任意 的 大 ,过 个 分数 可 以 改 寓 成 纸 限 速 牙 数 
的 形式 


Gu 十 。 


恰 如 我 们 在 前 面 第 四 节 已 经 验 坎 的 一 样 ,近似 分 数 间 的 
天 作 (8) 在 过 种 情况 中 也 保存 着 , 因 乱 它 无 关於 过 分 数 的 有 汉 
或 扰 限 。 从 过 个 天 亿 (8) ,和 我 们 已 经 见 到 的 一 样 , 对 认 偶 数 
项 的 近似 分 数 可 得 到 不 等 式 (25) 。 遭 个 不 等 式 (25) 将 又 再 作 


3 方程 式 的 整数 解 


敌 导 明 方 程式 (051 在 在 有 解 的 棚 馈 ,但 过 泪 明 本 身 比 起 4=? 
的 特殊 情况 来 又 视 詹 得 多 ， 
[定理 3] 当 4 是 任 剖 正 整 数 而 V4 是 无 理 数 的 时 候 、 
方程 式 (51) 
m3 — Ay?=1 
具有 非常 解 L[zo,yoj x0o>0 yo>0, 
[区 明 ) ”由 南方 程式 (51) 解 的 存在 的 屋 明 相当 复杂 ,我 
们 分 这个 光明 成 若干 步 。 第 一 步 ,是 媳 明 存在 着 一 个 正 驴 数 
k, 它 具有 送 样 的 性 园 ,使 得 方程 式 
02 一 472 一 大 (56) 
必 具 有 振 限 多 利 正 整 数 解 和 和 2%。 实 际 上 ,我 们 研究 二 项 式 
好 一 4 ,用 扰 理 数 "= Y 4 的 偶数 项 近似 分 数 的 分 子 和 分 尽 
代替 光一 4 妇 中 的 和 和 3 划 
22n = PP2 一 4Q2 一 CPa 一 ae (Pan+aQys). (57) 
但 从 
0< Pa -qo < a 
立 列 得 出 ; 
0< Po t az = Tan t Pas — aQan <2aQyas + or 
我 们 现在 过 用 带 末 了 的 十 个 不 等 式 去 估计 za。 用 这些 不 等 式 
中 的 最 大 的 般 代 替 等 式 (57) 右 近 的 瞄 个 因 式 ,对 共 z 我 何 
得 到 不 等 式 
0<72 < (Qt 二 -)<2a+1， (58) 
因 篇 Qor 小 於 Q@zny1， 相 赔 地 用 Po， 和 Q2 代替 二 项 式 


2 =X — Av? 
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sv 有 数值 。 直 此 ;古村 能 著 和 2 ‘an 


一 都 必 是 不 超 注 间 一 个 数 24 二 1 的 正 瑞 数 ， 和 但 凡 名 a- 一 V4 
-个 无 理 数 , 旭 适 速 分 数 是 镍 洪 的 ,并 训 是 演 , 这 供 的 数 对 
2 和 to 是 稻 限 多 的 ， 作 正 整数 2 4 22 中 就 不 
辐 ,它们 只 早 有 限 的 .办 沽 尼 们 基 任 ， 1 和 -一 个 如 允 扰 期 的 定 政 
3a 二 1 之 膨 , 所 以 于 区 遇 能 有 52a 11 个 炬 时 换 条 话说 . 胜 


限 数 旭 22 Za ~ Xan, 诊 不 量 别 的 虹 避 湛 数 1 23 、* 
L2a 二 1] 依 某 夭 形 式 重 乾 所 得 的 数 刘 , 站 日 所 有 这 些 娄 还 个 
必 一 - 十 者 ;在 我 人 的 yy 信 | 2 EAE A 2 党 中 出 更 ， 志 短 数 


刘 名 ;24 2 的 ;而 它们 中 相 虹 的 著 值 多 总 
有 限 的 ,所 以 至 少 - - 倘 霓 / hres t 岂 在 莹 人 笛 数 刘 直 
重复 很 限 和 多 欢 。 换 条 话 深 ,在 久 [D007 [CPi 人.……… . 
-Aan;@anj ,中 有 优 限 多 这 样 的 数 六 ,六 它们 代 赫 2 一 

4 访 的 Y 和 和 9, 姑 它 们 部 到 同 -一 占 筷 中 于 .我们 已 攻 划 了. 
仔 企 阁下 整数 b. 妮 於 它 . 方 程式 (56) 其 有 抵 妥 区 的 正 束 数 
解 z 和 9 ， 闹 於 所 和 迷 的 6 有 .我们 重头 大 定 着 些 作 铝 方 程 坟 56) 


的 解 的 数 对 的 数 伪 比 生 千 Lr 
en 来 表示 侦 、 旭 和 拒 们 可 得 到 . 

2 - A= | 
我 们 注 济 ; 数 对 列 [ 8] 人.v2]) sn Vy se 以 品 


尺 的 偶数 项 近似 分 数 的 从 了 和 分 矢 数 对 列 的 一部分。 此 我 人 
能 移 隐 定 &= 工 部 未 我 们 已 远 恰 贱 方 程式 451) 其 有 无 限 名 的 
正 整 数 解 。 因 篇 形 们 不 能 条 馆 定 着-- 点 , 读 录 且 假 定 >1 
( 扩 过 来 , 当 上 =1 的 圭 伐 ,一 团 都 已 浅 明 了 ) ,而 罚 到 我 们 粹 


?5 扩 和 程式 人 的 和 荡 数 僻 


阴 的 第 二 步 。 现在 广 明 ,在 束 数 对 [i Lun, Vn] eee 
让 必 有 和 急 限 苏 的 数 对 ; 企 除 双开 的 蛙 使 :待遇 同样 的 余数 ， 
一 一 换 匀 话 尝 , 存 住 普 返 样 的 南 仙 小 套 的 正 整 数 p 利 9, 使 
得 对 蕉 乌 限 区 的 洪 对 .75064…'"…* 有 
等 式 
Wak tp. Va bk tg. (60) 

适 儿 wo 和 Do 是 2 和 涂 芭 天 沁 待 的 南 : 而 2 和 4 是 余数 
实际 上 ; 若 我 们 用 整数 来 除 加 和 2 > 1 月 我 们 部 得 到 
天 傈 (60) , 遭 儿 除 竺 的 许 数 , 移 足 在 零 和 一 1 之 间 。 因 往 用 


k 除数 Wr 所 得 的 余数 只 能 二 0,1,2,…… ;处 一 1 完全 一 样 ， 
用 除数 轨 所 竺 的 除数 也 只 能 是 0 2 ;一 1; 所 以 ， 


党 用 去 除 订 倍数 和 名 的 有 时候: 可 能 有 的 余数 对 必 是 
kek = 人 2 但 ， 拓 电 绩 伏 可 从 下面 的 事 导 看 出 求 : 即 每 对 数 
| 相 灰 地 有 一 个 除数 对 pw,qrj; 各 倘 ps 和 gr 者 不 能 地 
大 堆 的 不 同 数 值 ,而 数 对 内 此 必 不 超过 避让 。 巾 此 可 知 ， 
每 对 各 著 L424], 当 除 以 大 的 蛙 合 ;, 相 赚 地 有 一 个 除数 对 
gog 路 。 但 各 余数 对 的 傈 数 显 有 限 的 ;不依 超 肖 大 个 的 ,而 
数 对 [oa 是 扰 限 的 。 这 吕 呈 入 : 因 各 任 数 对 刻 1Ptgi， 
| pa ,2 1 开 2Do0 中 只 县 在 有 限 倘 不 同 的 数 对 ,所 
以 至 少 有 一 对 重复 扰 限 多 次 。 用 7 全 表示 逼 个 欠 数 对 ,我 
们 香 到 . 滴 合 等 式 (60) 的 晓 导 62 在 斤 限 和 多 。 因 乱 我 个 
则 种 证 朋 , 有 革 镍 俊 定 的 简 户 和 4 在任, 不 是 一 切 数 对 Tao 
家 滴 合 於 等 式 060) ,我 们 可 坟 重 新 饥 排 涝 合 於 等 式 (60) 的 
-一切 昭 驳 Too 而 用 上 RS 来 玫 未。 由 此 . 扰 限 数 对 列 
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[8 臣 数 对 烈 [oy2o 的 一 
部 分 ,而 [vw] 叉 是 数 w 的 人 情妇 十 近似 分 数 的 从 扩 和 分 天 
数 对 列 的 一 部 分 。 天 一 刘 的 数 对 通 合 於 方 程式 (59), 亚 且 和 党 
除 以 k 的 时 候 待 央 同 一 的 诊 数 2 和 &. 

现在 ,在 我 们 已 确定 了 存在 着 扰 限 多 这样 的 正 整 数 对 尺 ， 
和 和 SS 以 后 ,我 个 就 可 以 转 到 我 们 总 胃 的 第 三 步 ,部 晤 合 一 步 . 

首先 ,我 们 注音, 数 对 [| 玉 ，8] 饶 然 是 近似 分 数 前 分 子 和 
分 尽 的 数 对 ,就 应 当 是 互 质 数 对 , 即 各 对 数 祁 疫 有 公 因 数 , 审 
队 上 ,车 在 变 傈 式 (24) 中 ,用 24 代替 因 ,而 绵 


Po: 12 -1 
8 一 -一 一 ，0 
We OL gs 
划 从 等 式 
D2 fal. 1 


Qae (Cat Qorlior-1 


雨 亲 乘 内 QzxQzt-1; 我 们 得 到 等 式 

PorQ2r-1— Qor Par_14=1. (61) 
整数 Pzr, ga Pzar-19R2t-1 中国 的 过 一 因 傈 表明 , 若 Pzx 和 Qa 
具有 大 於 1 前 公 因 数 , 旭 宅 的 左 包 各 项 应 当 外 适 个 公 因 数 囚 
得 素 。 但 在 等 式 的 右 毛 是 1, 它 不 能 被 任何 大 撩 1 的 整数 所 
整除 。 表 楼 一 来 ; Rn 和 8S， 是 互 质 的 ;它们 只 能 是 近似 分 数 的 
分 子 利 分 太 ,就 确定 了 . 申 因 傈 (7) ,立刻 也 得 到 ， 


Qa < Qn ， 
从 Ra 和 1 S's 的 互 质 ,以 及 从 五 不 相同 的 数 Quo 所 成 数 刘 中 下 
出 的 数 581,S3,…… .So… 也 是 各 不 相同 的 , 立 刘 可 以 推出 ， 


在 无 限 分 数列 
Rl BR .Rn 
St 》 Se 》 ? Sn 
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中 没有 相同 的 勤 。 依照 数 Rs 和 5; 的 定义 ,我 们 写 出 下 面 的 
两 个 等 式 : 

Ri— AS3=( Ri- aSi) (RitaSi)=E (62) 
种 Ri— AS? = Ra— aS2) Rs + usS2)=h, (63) 


过 多 仍然 是 a=V A， 
再 , 因 篇 一 4, 我 们 有 : 
(Ri~aS)( Rs + mS,) 
=RiBa— AS1S2+al RSs — SRs), (64; 
站 且 完 全 一 样 
(Ri+ S11) Rs —&S2) 
=Rils ASSs—al RiSs— SR). (65) 
但 和 SS; 当 除 以 4 时 ,具有 同一 个 与 % 优 天 的 儿 数 ， 因 而 ， 
由 关公 (60)， 
五 ,一 0 十 2， Hn=dnb+g, (66) 
由 此 ,用 一 些 疏 柳 和 代 人 的 方法 ,我 们 就 得 到 等 式 : 
RiRs— AS1S2= Ri(cak +p)— ASi(dsk + gq) 
=Ril(ce—eo b+er+p)— AST (da— dk + dk+q] 
一 及 人 (一 68 十 五 站 一 4S Cd 一 0 二 RS 
=k [Ri(6G—60)—ASi(ds -dd)]+ Ri ASI 
=k TRiC6—e) 一 4S100 — di1)+1]=$b%1, (67) 
过 儿 是 一 个 整数 , 叉 , 因 篇 及 -A4S1=6， 完 双 - 一 样 的 ， 
RiSs—SiR2= Ri (da—d)k+ dk+q] 
-Si (cs—cn)h+ ok +p] 
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=Pi(d—d) ktSi) -Sl(c—6) k+ Ri] 
=h Ri dm—d) -Hi(6 6061)] 一 81， (68) 
这 狗 9 也 是 个 整数 . 我 们 可 以 肯定 yi 不 等 於 雾 ， 实 际 上 ,者 
Ji 一 0, 则 
ky= RiSs— RaSi1=0, 
由 此 


送 末 了 的 一 个 等 式 旦 不 可 能 前 , 因 篇 我 们 已 烃 嫩 明 所 有 的 分 
数 全 是 各 各 不 同 的 。 等 式 (64) 和 (65) 才 于 ， 
(Ri—aS1) (Ra+aSs) 一 52 二 api 
=k(v1+ ay1) (69) 
和 (RitaS) (Ra—aSs) =Er1—aky 
一 AZ 一 a21) 。 (70) 
现在 把 等 式 (62) 和 (63) 光 让 相 乘 节 且 利用 等 式 (69) 和 (70)， 
我 们 得 : 
ja =(Ri—ASI)C RI— AS2) 
=(Ri~aS1)( Rs+aSs)( Rit+oad1)( Ry--aSs) 
=h? (£1+ ay1) Cz1 —ay1) 
= (Xt 4 好 )， (71) 
消去 12 最 后 得 到 : 


地 -一 4 一 1 (72) 
但 信 不 等 巩 寺 , 可 知 国 也 不 能 是 老 ， 否 旭 等 式 的 左 直 是 一 个 
复数 而 右 换 是 1 是 不 可 能 的 。 由 此 ,即使 假定 4 不 等 类 1， 
我 们 也 求 得 了 通 合 亦 方程式 (51) 的 不 等 於 零 的 两 个 整数 
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有 Yi1、 这 就 完 休 完成 ] 粘 理 (51) 方 程式 的 讨论 , 因 坊 我 们 因 
道 了 ,党 4 时 整数 ,4>U0, 而 “4 是 护理 数 的 蛙 们 ,过 衬 的 方程 
式 宁 基 有 有 艇 ;和 而 帮助 从 已 经 苔 荔 存 在 的 最 小 解 , 我 们 就 能 铬 求 
则 它 的 -一 切 解 ， 

实际 上 ;要 小 解 是 可 以 贝 冰 树 zo 和 的 方法 求 出 米 的 ， 

二 样 一 来 ,我 们 已 经 完 公 研究 了 , 在 方程 式 

22 一 42 一 1 

中 :4>0 而 wx= Y4 是 乱 理 数 的 情形 了 . 

若 4>1 而 a=Y4 是 整数 , 划 首 个 方程 式 可 以 改写 成 

022 一 02 一 (2 十 ay (2 一 ay) 三 上 
小 且 因 篇 是 一 个 整数 ,所 以 车 z 和 yo 是 遂 合 於 它 的 整数 ， 
等 式 
rot+ayo=1, zo—ayo=1 
或 等 式 
wotayo=—1, Xo~ayo=—1, 

襄 必 有 一角 成 立 , 内 篇 十 个 整数 的 积 ,只 有 在 宅 们 十 个 数 同 时 
等 於 +1 或 一 1 的 六 候 , 才 能 物 等 伶 1。 盘 两 考 具 有 未 知 数 2。 
和 Yo 的 二 元 联 立 方程 式 愉 有 责 租 第 解 :%0==1,yo 一 0320 二 一 1， 
yo=0. 由 此 ,方程 式 (51) 当 4 等 於 一 个 整数 的 平方 的 时 候 ， 
只 县 有 整数 的 常 解 zo 一 十 ty=0. 当 4 是 负 整 数 的 时 候 . 方 
程式 (51) 也 同样 只 具有 整数 的 常 饼 ( 当 4= 一 上 的 等 铸 ;, 有 和 
上 述 对 称 的 两 租 常 解 z6 一 0，yo= 土 1 遂 合 秦 方 程式 )、 

现在 我 但 水 研究 更 一 般 情 况 的 方程 式 

22— Ay»=0, (73) 
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遭 铬 ,4 是 大 於 雳 的 整数 ,CO 是 整数 .a 二 V4 是 无 理 数 。 我 们 
已 经 见 到 , 当 C= 1 的 时 候 , 过 个 方程 式 疙 具有 钨 了 恨 多 相 的 整 
数 解 2 和 3。 当 C 和 4 是 仁 意 整数 的 时 候 , 吉 样 的 方程 式 一 
般 地 不 能 有 整数 解 . 

( 秀 例 ) “证明 方程 式 

z2 一 243 一 一 (74) 

一 般 地 没有 整数 解 + 和 yy， 首先 ,我 们 注意 ,奇数 的 平方 数 ， 
在 除 以 8 的 了 时候, 粮 得 到 饼 数 1. 实际 上 , 因 需 一 切 的 奇数 a 
可 以 写成 过 种 形式 4=2N +1, 过 儿 W 是 蓝 数 ,而 

02 一 (2N+T1)2 一 4N2+4NTI1I=4NON+I1)+1I 

=8M+1, (75) 

因 篇 入 和 入 +1 豪 面 必 有 一 个 号 偶数 , 遂 儿 以 明 整数 .又 ,车 
[xo yo]j 是 方程 式 (74) 的 解 ;, 旭 zo 和 Yo 不 能 同 是 偶数 .车 zo 
和 yo 同 是 偶数 或 奇数 , 旭 65 一 3 奶 必定 是 倘 数 而 不 能 狗 等 於 
1。 叉车 “0 是 奇数 而 yo 是 偶数 : 则 当 台 tnt 的 和 候 , 得 着 作 
数 1, 一 3 奶 是 能 入 被 4 除 斐 的 ,而 避 一 3% 党 除 以 4 的 哇 候 族 
数 却 是 1， 通 吓 不 可 能 的 , 因 篇 右 兆 除 以 4 的 尘 候 ,一 般 地 和 粮 
得 到 余数 一 1 或 3=4 一 1。 末 了 ,车 %6o 是 偶数 ,而 Yo 是 奇数 ， 
央 吉 能 匆 被 4 队列 ,而 一 8% 根 馈 (75) 可 以 写成 过 样 的 形式 

—3y2=—3(8M+1)=—24MN—3=4(—6M—1)+1, 
也 就 是 ,在 除 以 4 的 肝 修 ,得到 余数 1. 因 而 ,3 一 3%6 在 除 以 4 的 
时 候 , 败 党 仍然 得到 余数 1, 过 正和 我 们 已 经 见 到 光一 样 是 不 
可 能 的 , 因此 ,能 多 通 合 庆 方 程式 (74) 的 整数 Ze 和 2 不 存在 。 


44 方程 式 玖 路 由 做 


我 们 不 停留 在 各 个 问题 上 面 ,过 就 是 C 和 4 不 在 怎样 的 
情况 ,方程 式 (73) 将 具有 整数 解 的 闫 题 ,一 一 过 个 困 交 问题 
我 们 可 以 厌 助 代数 学 中 数论 的 一 般 无 理 方 根 的 定理 来 解决 ， 
一 一 我 们 来 研究 从 方程 式 (73) 具有 非常 解 的 天 种 情况 ， 道 个 
非常 解 我 们 叫做 [2',y]], 阁 x',y 妆 ]， 由 此 , 设 方 程式 (73) 
具有 非常 解 [x',y']， 换 句 话 说 , 诅 


23— Ay?=0., (76) 
由 同 衬 的 4 我 们 来 研究 方程 式 
22 一 4V2 一 1。 (77) 


在 4>0 和 =Y4 是 无 理 数 的 肘 候 , 和 个 方程 式 具 有 优 限 多 
的 正 整 数 解 ,而 任何 着 样 的 解 [7 J] 必 是 : 

ZT 二 土 X%4，Y 二 十 Yn， 
运 儿 mn 和 依照 公式 (50) 决 定 。 因 篇 [3,9] 是 方程 式 (77) 
的 解 ,所 以 

2 4 了 一 (ao 太 (- 呆 )=1， 

等 式 (76) 就 它 自 己 一 方面 说 可 以 写成 过 样 形式 ， 

(%' +ay) (rx'—ay')=0. 
站 最 合 的 十 个 等 式 渔 兆 相 乘 ,我 们 得 : 

(sw'+ay) Ltay) ls —ay)(s—ay)=0. (78) 
但 (2'+ay’) (ttay)=rm+ AyY Fa(sy + Yr) 
而 相应 地 , 同样 
Ct ~ay) 2—ay) =ert AYY—a(vY+ YE). 
利用 各 两 个 等 式 ,我 们 可 以 把 等 式 (78) 窟 成 过 种 形式 
[rst yy+a(zyTY2)][zZT4g 3 一 az 有 +93)]=O 
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或 成 适 种 形式 
(29 十 .403 一 ACHY HYE) =O. 
过 赚 我 们 就 伍 明 了 , 若 Lz ,y 是 方程 式 (73) 的 解 , 旭 运 个 方 
程式 也 篇 这 对 数 [%,y] 所 适合 : 
2 -004 AYY, Y=%Y+YT, (79) 
诞 儿 [5, 引 是 方程 式 (77) 的 任意 的 整数 解 ， 这样 一 来 ,我 们 
往 明 了 , 若 方 程式 (73) 至 少 具有 任何 一 组 解 , 则 它 就 具有 无 限 
多 的 解 . 
自然 ,不 能 就 肯定 ,公式 (79) 给 出 了 方程 式 (73) 的 一 切 
解 . 在 代数 数 答 中 ,如 明了 在 取 方 程式 (73) 的 一 定 得 数 ( 过 数 
目 是 由 4 和 Q 求 决定 的 ) 的 解 , 疹 且 夭 助 於 公式 (79) 把 它们 
扩充 以 后 , 如 适 方程 式 的 一 切 解 都 可 以 得 到 。 方 程式 (73) 在 
4 是 负 的 或 等 去 整 数 平 方 的 时 候 , 只 能 具有 有 限 朝 数 的 整数 
解 . 通 个 简单 地 就 可 以 体 明 的 命题 ,我 们 贸 稳 褒 者 来 以 有 明 ， 
过 种 最 一 般 形式 
Ar?2+ Bry+ Oy + Dr+ Ey+F=0 (80) 
的 二 元 二 次 方程 式 , 通 儿 4, B,0,D, 瑟 和 都 是 整数 , 宅 的 
蓝 数 解 可 以 用 继 换 方法 包 到 解 (73) 型 方程 式 保 ,其 中 4 或 篇 
正 或 篇 鳞 。 因 此 ,车 存在 有 解 , 卓 着 些 解 的 楼 化 和 窒 质 就 和 
(73) 型 方程 式 的 一 檬 ， 烷 合 前 面 所 计 的 一 切 ,我 们 现在 可 以 
衣 ,(80) 型 的 二 元 二 次 方程 式 , 可 以 不 具有 整数 解 ,可 以 只 
有 有 限 租 数 整数 解 ,末了 ,也 可 以 具有 钴 限 多 租 冰 样 的 解 , 济 
且 适 些 解 可 以 从 有 限 多 个 由 公式 (79) 所 葵 的 广义 末 何 极 数 中 
取出 来 .。 试 将 二 元 二 次 方程 式 的 整数 解 的 多 化 和 性 质 跟 一 次 
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方程 式 的 相 比 较 , 我 们 可 以 有 明达-- 个 非常 重要 的 情况 .就 是 ， 
一 次 方程 式 的 整数 解 ,它们 存在 的 蛙 候 ,就 构成 一 个 算 佑 织 
数 ; 而 二 次 方程 式 的 解 ;它们 是 匹 限 多 租 的 侍候 ,就 可 和 从 有 限 
多 租 庆 闵 几何 级 数 中 到 出。 换血 话说 ,在 二 次 方程 式 的 情形 ， 
可 以 是 方程 式 的 解 的 整数 对 ,上 比较 起 可 以 是 一 次 方程 式 的 解 
的 整数 对 来 就 崔 避 到 得 多 。 通 个 清 沈 ,站 不 是 偶然 的 。 原 来 ， 
高 芯 二 次 的 二 元 方程 式 , 一 般 地 说 ,只 可 以 具有 有 限 才 数 的 整 
数 解 . 各 个 法 旭 例 外 概 少 。 
六 高 於 二 次 的 二 元 方程 式 

高 於 二 次 的 二 元 方程 式 , 除 了 少数 例外 , 从 乎 艳 是 只 能 有 

有 限 租 数 整数 解 x 和 3。 首 先 ,我 们 来 研究 方程 式 
or" 于 QZ ly + mr 203 十 十 Cryr=， ‘1) 

着 儿 % 是 大 谎 2 的 整数 ,而 所 有 的 数 ooat aa ……… :00 者 

正如 在 二 十 批 乞 初 年 , 典 耶 发 明了 的 , 过 样 的 方程 式 只 
有 有 限 租 数 的 整数 解 + 和 ;除了 例外 情形 , 邹 在 适 个 方 和 a 式 
左思 是 一 次 二 项 这 次 式 的 小 方 ,或 二 次 三 项 寓 次 式 的 乘 方 , 
在 后 一 种 情形 ,我们 的 方程 式 必 有 具有 过 十 种 形式 

(ag+ by)"=00, (az2 十 Doy 十 002)n 一 00 

中 的 一 种 ,而 因此 就 妇 到 -一 次 或 二 次 方程 式 , 因 名 要 它 有 牙 往 
解 存在 ,o 必须 是 整数 的 % 次 方 ， 出 於 塔 耶 的 方法 相当 视 维 ， 
我 们 送 误 不 能 对 它 加 以 狂 述 ,我 们 只 作 一 些 解 稳 性 的 注解 ,证 
些 注解 能 物 对 方程 式 (81) 的 解 是 有 限 的 着 个 事实 , 作 本 质 . 上 


本 
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的 说 朋 S. 
以 P 除 方程 式 (81) 的 两 滥 , 我 们 的 方程 式 於是 成 般 诈 样 
形式 ， 
(之 ) to) ett (82) 
篇 了 说 朋 简单 些 ,我 们 假定 不 像 方程 式 
Qo 十 CH1ZP 1+ 十 0n_12 十 dr 一 0 (83) 
前 一 切 根 不 相同 ,以 及 oss0 ,站 且 逮 假定 得 个 方程 式 的 棚 
不 能 是 较 低 次 的 整数 傈 数 方 程式 的 根 。 对 我 们 的 问题 来 裔 ， 
道 种 情形 才 荐 根本 的 。 
在 闹 等 代数 中 ,区 有 明了 一 切 代 数 方 程式 至 少 具有 一 个 根 ， 
粹 是 , 基 於 着 灶 事 实 , 还 极 简 单 地 杂 明 了 ,车 a 是 一 仙 共 项 式 
的 根 , 旭 整 个 多 项 式 可 以 被 ?一 a 整除 ,出 此 我 们 得 到 表示 多 
项 式 成 乘积 的 形式 
QZ 十 12 1 + On= 80 2--01) (2 a) (2—0n), (84) 
各 儿 aae，……on 是 所 答 的 多项式 的 个 根 。 利用 把 多 项 式 
起 示 成 乘积 形式 的 公式 ,我 们 证 以 把 万 程式 (82) 改 冶 成 天 和 球 
形式 ， 
(和 -人 全]- 芭 ， 
我 们 假定 方程 式 (85) 有 着 插 限 多 机 的 整数 解 [ze)y 由 。 
就 是 说 ,存在 着 yz 有 具有 任意 大 的 绝对 值 的 解 ， 若 存在 着 撼 限 
多 租 数 对 ,yx 是 有 界限 的 ,在 移 对 值 上 小 於 革 一 个 定数 ,而 zx 
则 任意 大 , 那 末 对 於 逼 样 的 几 : 左 交 是 什 意 天 而 在 净 划 仍 短 


全 对 人 於 道 一 个 问题 的 葡 献 ,收集 在 ,例如 盖 里 凋 德 的 葵 廊 “ 直 越 数 沧 履 竺 
用 代数 数 来 多 近代 数 首 : 数 浊 成 就 4 省 4 期 (32),1949, 第 19 页 。 
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有 限 , 庆 是 不 可 能 的 发 mu 很 大 , 妈 方 程式 (85) 的 右 温 将 生 
小 ;也 就 是 记 让 也 应 党 很 小 。 但 方程 式 的 左 滥 是 含有 这 让 的 % 
个 内 子 的 积 ,而 0%,; 因 篇 它 是 整数 ,所 以 不 会 小 雁 1. 就 是 是 
二 过 的 微小 愉 能 让 区 此 在 外科 上 很 小 的 差 数 

泪 一 mm 
来 决定 ， 题 然 ,吉美 只 能 在 un 是 实数 圭 才 会 很 小 , 换 句 疾 襄 ， 
就 是 在 不 具有 等 式 un 一 + 好,DS0 的 场合 才 会 很 小 ， 和 否则 ， 
因 短 


孚 -时 -人 人 全 -中 二 了 >| 引 | 

我 们 的 差 数 的 契 对 依 就 不 能 任意 小 ,方程 式 (85) 左 揭 的 责 例 
因子 ,过 两 个 差 , 就 稻 轩 估 来 履 , 不 能 旦 同时 很 小 , 因 乱 宣 艾 数 
am 是 各 不 相同 的 ， 

( 生 - 呈 -( 休 -wm)| 一 an—as |S),. (86) 
车 一 个 差 的 移 间 值 小 众 志 | , 划 由 (86), 另 一 个 着 就 
当 大 於 去 | om 一 | , 基 是 由 挫 和 的 黎 对 值 不 大 从 息 对 值 的 
和 。 因 篇 所 有 的 un 号 不 相同 的 ,所 以 就 艳 对 值 来 流 , 最 小 的 
差 数 | 0 一 0 | 也 必 大 崔 堵 (ms)。 用 24 表示 适 个 值 ,我 们 就 
得 ,关於 每 仙 充 分 大 的 9; 因 篇 yi 无 限 地 增长 , 必 有 


Ry 
% — Om <d, 
办 
rp 


芭 -“ |>4， 8 一 上 2 J Sm, (37) 
於是 , 因 篇 积 的 艳 对 值 等 大炮 对 值 的 积 , 从 方程 式 (85) 
我 们 就 得 


cm — Os 


而 
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| 上 Ql | 医 ~am 0 | 和 | 
os 天 一 or| 一 这 2 (88) 
但 攻 企 等 式 窜 面 ,每 一 侧 差 数 | 他 一 oj| .5m 祁 用 赴 小 的 他 


d 去 代 严 而 用 1 代 林 1ao]. 因 篇 小 樵 1 的 驶 数 |"6| 中 没有 的 ， 
堵 末 (88) 的 左 所 就 玫 得 小 评 右 移 ,而 我 们 得 到 不 等 式 

Cr 1 民 -mw Te ? 
或 不 等 式 


< 4 = 且 ， (89) 
过 儿 0 跟 2 和 9; 无关 ,am 的 数 日 不 超过 ?而 对 於 任何 m， 
数 对 中 必须 通 合 不 等 式 (89) 的 数 对 [zz 是 无 良和 多 的 。 内 
此 ,存在 着 副 样 的 定数 径 , 优待 对 页 相应 的 ww 不 等 式 (89) 短 
限 多 次 成 立 。 澳 句 话 说 ; 若 方 程式 (81) 共有 恩 限 多 的 蓝 数 解 ， 
则 整数 傈 数 的 代数 方程 式 (83) 其 有 过 样 的 根 w ,使 得 有 任意 
大 的 9, 使 不 等 式 


Tk 
Tk 
| Yk 


| =- 二 < 亏 (90) 
成 立 ,天 儿 A 是 跟 2 和 9g 人 播 顷 的 常数,p 和 和 4 是 台 数 ,而 & 是 o 
所 满足 的 方程 式 的 3 数 ， 芳 a 是 任意 的 实数 ,其 它 可 能 适 样 
挑 于 ,使 待 不等式 (90) 审 际 存在 着 短 限 多 的 整数 解 妈 和 9. 
但 在 我 个 的 情况 下 ,a 是 整数 傈 数 代数 方程 式 的 根 . 着 样 的 
数 中 做 代数 数 , 它 时 有 特殊 的 性 如 。 二 倍数 : 扩 沽 合 的 大 低 次 
整数 傈 数 代 数 方程 式 的 次 数 对 做 过 个 代数 数 的 次 数 . 
懂 耶 辟 明 了 , 潮 於 7 次 代数 数 a; 不 等 式 
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% < 一 Nn 之 3， (91) 


只 能 具有 有 限 多 租 整 数 解 p 和 gg. 但 若 m223 ,不等式 (90) 的 
右 韶 党 4 通 党 大 前 于 恢 , 引 不 筹 式 (91) 的 右 兆 小 , 因 篇 n> 也 
+1。 因此 ,去 不 等 式 (91) 只 能 具有 有 限 多 租 整 数 解 p 和 9g， 
则 不 等 式 (90) 也 应 当 只 具有 有 限 租 数 的 解 。 就 是 说 ,方程 式 
(81) 只 能 县 有 有 限 租 数 的 整数 解 ,只 要 方程 式 (83) 的 一 切 根 
不 能 是 低 於 次 的 整数 保 戏 方程 式 的 根 的 时 候 . 党 n=2 的 时 
候 , 我 们 容易 媳 明 ,不 等 式 (90) 实 际 上 ,对 於 某 些 数 4, 能 物 具 
有 揪 限 多 租 的 整数 解 2 和 9。 屠 耶 的 定理 到 和 后 来 补 大 大 地 充 
丑 了 ,必须 注意 ,他 的 定理 的 腾 朋 方法 原则 .上河 不 能 使 我 们 求 
出 解 的 值 的 上 内 一- 换 句 语 洛 ,部 依 归 傈 数 oo Ci 02,……， 
on 和 和 16,|%| 和 和 |Y | 可 能 有 的 值 的 界限 。 过 个 闫 题 仿 天 还 等 待 
解决 . 腑 耶 的 方法 肉 不 能 使 我 们 求 出 解 的 值 的 举 限 , 却 能 使 
我 们 求 出 方程 式 (83) 的 解 的 数 日 的 界限 ,过 戴 然 是 十 分 机 糙 
的 。 对 於 (83) 型 的 个 别 方程 式 ; 适 个 界限 可 能 相当 精 俱 . 例 
如 , 葡 联 数学 家 吉 叭 漫 (5. H. AeAoHe) 区 明了 9, 方 程式 
003 十 3 一 上 
对 碎 整 数 4, 除 了 党 解 z=0,9=1 外 ,不 能 再 具有 一 租 以 .上 的 
孜 数 解 x 和 4。 此 外 ,他 漫 苹 明了 ,方程 式 
423 十 pr2y 二 org2 + dy =1, 


全 对 矢 适 个 于 题 的 区 由 , 伏 看 1948 年 网 立 技术 理 葡 垃 籍 旧版 社 几 版 的 
“你 聊 数 肉 三 十 平 " 中 盖 里 音 德 的 葡文 ' 数 踪 ” . 
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筷 8,0,6 和 Q 是 整数 的 尘 候 ,不 能 具有 五 和 以 上 的 整数 解 % 
和 YY， 

设 P'z, 幼 是 关於 % 利 2 任 澡 的 整数 傈 数 多 项 式 , 换 休 话 
说 ， 

Pl(%,Y) = Arrry, 
各 名 4u 是 整 数 。 若 它 不 能 表 成 另外 十 个 整数 保 数 多 项 式 的 
积 , 道 两 个 整数 傈 数 多 项 式 没 有 一 个 只 是 一 个 数目 的 , 我 何 就 
说 各 样 的 多 项 式 是 旗 欧 的 ， 
| 用 特殊 而 且 很 复杂 的 方法 , 查 瘟 里 (K. 3zremp) 杂 朋 了， 
方程 式 
(29) 一 0， 

这儿 P(X,y) 是 关 肉 2 和 y 的 高 於 二 次 的 既 罗 多 项 式 ( 换 钵 话 
说 ,在 它 驯 面 合 的 是 过 种 形式 drsr*y 的 项 , 台 儿 b 3>2)， 
具有 钴 恨 多 的 整数 解 2 和 9 的 充分 而 且 必 要 的 条件 是 ,存在 


着 各 榜 的 数 c,Cn_l， ) 00 QT 0 ,0_n 和 br, Dn-1, 轩 抽 ’ 
600,01 转交 ,0_，, 使 得 在 上面 的 方程 式 中 ,用 
光一 Ca 加 十 Cn it 加- 十 十 0o 十 全 十 es 上 党， 
y=b,t" 十 Dnt"1 十 …… 十 Do 十 t+ ee 十" 党 
去 代替 “ 和 y, 我 们 得 到 关於 i 的 恒等式 
P(x,y)E0, 


过 驯 % 是 某 一 个 整数 。 


SA 
【CS 
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七 高 於 二 -次 的 三 元 代数 方 得 式 
和 某 些 指数 方程 式 

若是 说 ,对 和 论 二 元 方程 式 我 们 能 狗 回 答 , 关 亦 存 在 有 有 限 或 
其 限 租 整 数 解 的 问题 3 政 末 ,对 亦 上 共 有 磺 个 以 上 未 知 数 阔 且 商 
崔 二 次 的 方程 式 ,在 这 个 问题 上 ,我 们 只 能 对 从 极 特 殊 的 一 类 
方程 式 给 与 回答 . 但 是 ,在 后 一 种 情况 中 ,是 可 以 解决 界 常 困 
欢 的 傣 礁 确定 方程 式 的 -一 切 整 数 解 的 各 题 的 .我 们 用 所 剖 大 
飞 马 定理 球 作 例子 。 

著名 的 法 网 数学 家 比尔 .和 飞 马 售 经 注 过 生 榜 的 诊断 , 印 方 
程式 

23 十 4 一 和 (92) 

在 整数 nz>3 的 时 外 ,没有 正 整数 解 x,y,z (除了 zyz =0 通 种 
正 整 数 的 x,y,z) 。 俊 管 牙 马 肯 定 讼 ,他 具有 过 一 论断 的 妖 朋 
(大 概 用 的 通 降 法 , 贿 众 适 点 下 面 将 要 读 到 ) ,但 它 的 性 有明 后 来 
著 没 有 找到 。 不 仅 过 样 , 当 数 学 家 古 米 耳 试图 去 求 过 一 个 辟 
有 明 , 慈 且 其 至於 在 一 个 嵌 期 他 以 篇 已 经 找到 了 从 明 , 他 人 发现 了 
一 个 命题 , 适 在 通常 整数 秀 围 豆 是 正确 的 :但 在 对 於 研 究 滋 马 
间 题 时 所 必须 遇 到 的 某 种 比较 被 杂 的 数 租 却 是 不 正确 的 。 过 
各 情 况 ,是 由 於 所 彰 代 数 整数 一 一 换 句 话说 , 序 带 有 有 埋 整 数 
公 数 而 且 最 高 奖项 俊 数 等 於 1 的 代数 方程 式 的 根 一 -- 不 能 用 
内 一 的 方法 分 解 成 暑 因 数 , 也 就 是 不 可 能 分 解 成 有 同 一 代数 
性 的 整 因 子 ， 而 通常 的 整数 却 乃 唯一 的 方法 分 解 成 着 因 数 。 
例如 ,6 二 2°3 在 通常 的 整数 集 可 就 不 能 有 别 的 分 解法 我们 
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nn 是 通 党 的 整数 。 容 纱 在 出; 十 仙 运 样 前 数 的 秃 跟 狼 仍 然 芷 
紧 数 信 刘 的 数 。 一 倍数 集 ,着 它 只 有 二 笠 的 性 是, 印 它 包 售 出 
於 它 的 任何 十 数 的 和 跟 积 ,就 叫 它 做 一 眉 琶 ,依照 近 侦 定 闵 ， 
数 2,3,1+ VY 下,1 一 V5 就 包含 企 我 半 的 束 刻 ， 在 通融 中 ， 
证 些 数 我 们 部 能 匆 容 易 地 健 定 它 是 质数 ,就 是 说 ,不 能 帘 烘 孙 
成 我 们 环 中 十 个 不 等 蕉 么 元 (日 位 ) 的 整数 的 积 。 但 
6 一 2.3 一 (1+VY 一 5)(1 一 V 一) 

换 句 话说 , 数 6 在 我 们 的 环 族 , 准 分 成 质 因 数 的 方法 不 是 唯一 
的 。 同样 的 现象 , 即 质 因数 分 解 的 非 唯 -性 也 在 别 的 更 复杂 
的 代数 整数 环 训 可 能 北 生 。 在 发现 了 带 种 现象 之 后 ,吉米 本 
已 弥 相 信和 他 并 然 -一 般 情况 的 大 未 局 问 题 的 惑 明 是 不 夺 的 。 和 吉 
了 克服 非 只 -性 的 困 购 ,十 米 耳 娃 立 了 理想 数 渝 。 道生 理论 
现在 在 代数 学 和 数论 中 起 着 非常 五大 的 作用 。 但 印 或 借 
状 这 个 新 的 理论 , 古 米 耳 也 不 能 完全 地 往 胡 大 表 忆 定理 ,他 让 
就 那 种 至少 能 窜 一 个 所 请 正 规 质数 除 素 的 ,小 明了 过 一 定 
理 。 我 们 不 来 解释 正规 质数 的 概念 ,我们 只 能 多 指出 ,让 到 现 
在 篇 止 , 逮 不 知道 这样 的 质数 的 数目 ,是 存在 着 有 限 多 或 无 限 
多 ， 

在 现代 ,大 形 忆 定理 对 外 许多 的 mw 特别 是 对 居 能 多 和 寥 小 
从 100 的 暑 数 所 整除 的 mw 已 经 车 明成 立 了 。 大 表 丰 定理 ,由 
然 要 想到 是 明 字面 费 现 了 理想 数 渔 ,在 数学 的 玖 展 上 起 了 下 
大 的 作用 、 但 是 ,同系 屹 党 指出 ,用 完 对 不 同 的 方法 和 按照 不 
同 的 动机 , 逢 - -个 再 沦 食 经 被 在 自己 的 科学 活 励 最 妞 读 期 多 
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去 的 敬 名 俄国 数 举 家 左 洛 填 上 略 天 (E. H. 3omorapap) 建立 了 
起 求 。 大仙 马 定理 的 用 有 明 ,特别 是 建立 在 数 的 整除 性 的 考虑 
上 的 痊 往 ,只 不 过 只 有 游戏 的 趣味 能 了 . 和 党 然 , 若 过 省 明 是 用 
新 的 和 有 效 的 方法 得 到 的 , 那 末 , 光 的 价值 ,部 和 方法 自身 相 
联系 着 的 依 值 可 能 是 很 大 的 。 应 党 指 出 ,在 我 们 的 时 代数 学 
的 爱好 者 们 要 想 用 完全 初等 的 方法 去 媳 明 习 马 定理 注定 了 不 
会 成 功 的 。 依靠 数 的 整除 性 理论 的 初等 花 苹 , 古 米 耳 早 已 做 
过 了 ,站 且 非 常 优秀 的 数学 家 们 更 进一步 地 研究 , 竺 暑 也 没有 
得 到 和 结果、 

我 们 适 豪 举 出 在 %=4 了 时 , 湿 甬 定理 的 订 朋 , 因 篇 档 成 这 
个 避 明 的 选 降 法 是 很 有 趣味 的 。 

5 定理 4] 飞 马 方程 式 

2 十 4 本 -= 2 (93) 

没有 ?yz 六 9 的 整数 解 %?.y,z. 

( 嫩 明 】 ”我 个 来 性 明 一 个 更 有 力 的 定理 ,外 方程 式 

04 十 4 一 22 C94) 
没有 zgzss0 的 整数 解 z,y;z。 和 从 庆 个 定理 已 可 立 列 得 出 方程 
式 (93) 缺少 整数 解 。 车 方程 式 (94) 具有 昊 於 堵 的 整数 解 
x%,y,z, 那 来 ,可 以 假定 这 些 数 是 十 十 太 质 的 实际 上 ,车 有 一 
个 解 其 中 的 2 和 3 有 具有 了 服 大 公 因 数 qd>1，, 则 
Z 一 di， Y=dy1 


过 部 (21.90=1， 以 地 除 方程 式 494) 的 两 稳 ,我 们 将 有 


2 
z+ 名 一 ( 志 ) = 2 (95) 
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但 vi 夺 yi 是 幕 数 ,就 是 说 4 一 地 也 基 整 数 。 医 久 和 4 有 
公 因 散 6>1; 期 由 (95) w? 翰 党 能 物 客 除 得 细 . 也 就 是 说 
zi 和 不 能 是 互 质 数 。 这 样 一 来 ,我 们 已 性 有 明了, 若 方程 式 
(91) 存在 着 园 评 零 的 整数 解 , 了 同样 地 存在 着 园 芯 雳 站 上 且 末 
持 的 整数 解 . 因此 我 们 只 月 余 明 ,方程 式 (94) 不 只 有 暴 闪 才 
牙 且 两 两 互 质 的 整数 解 。 在 下 面 的 性 明 过 程 中 , 发 到 方程 式 
(94) 具有 解 ,我 们 就 假定 , 它 是 具有 正 的 兹 且 两 两 互 质 的 整数 


解 ， 
在 第 3 饰 我 们 已 经 膝 明 ,方程 式 (12) 
03 十 4 一 22 (96) 
的 一 切 正 整 数 解 ,是 两 雨 互 览 而 由 公式 (18) 所 决定 的 , 北 且 具 
有 运 样 的 形式 
多 一 0， y= 2= (97) 


适 旬 《和 是 任意 雨 个 正 的 互 质 的 奇数 ， 
我 个 将 增加 公式 (97) 的 另 一 种 式 子 , 即 决 定 方程 式 (96) 
的 一 切 解 的 另 一 种 式 子 。 因 篇 和 “是 奇数 , 那 示 ,假设 


Wt+y 4 一? __ 
"a = “gb, (98) 
我 们 由 等 式 
4 一 4 十 D， v=0—b (99) 


决定 数目 4 和 v。 着 儿 4 和 了 是 不 同 奇 偶 的 十 个 整数 . 等 式 
(98) 和 (99) 表明 ,任意 一 对 互 质 的 奇数 色 和 ?7 相 赚 欠 一 对 也 
质 的 不 同 奇偶 的 数 5 和 ?2 而 任意 一 对 政 的 不 同 奇 髓 的 数 4 
和 上 相应 钛 一 对 末 质 的 奇数 炎 和 。 因 此 ,在 公式 (97) 中 用 
4 和 5 代 赫 4 和 % ,我 们 得 到 所 有 的 两 两 正 质 的 三 个 正 数 Y， 
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2 (VY 是 奇数 ) ,它们 痢 是 方程 式 (96) 的 解 ,而 决定 众 公 式 
r= —0, y=20D, z= 人 B+0, (C100) 
过 品 ,8 和 在 x>>9 的 人 条 位 下 ,是 互 丑 的 峡 个 命 代 不 同 的 整 
数 。 适 个 公式 表明 ,2” 和 4 是 不 同 奇 偶 的 数 . 若 方程 式 (94) 
有 只 有 人 阴 [ro,yo ,2o], 那 就 意味 着 ， 
[o 了 + [ya = 
换 句 话 瑶 ,三 个 数 (21 ,9 20) 就 是 方程 式 (96) 的 解 . 但 在 过 
种 情况 , 床 当 存在 着 开交 的 奇偶 不 同 的 过 样 两 个 数 4 和 ?， 
a>6b, 
好 一 02 一 站 ， 多 一 202， 20=0+. (101) 
同时 答 了 明确 ,我 们 假定 xo 是 奇数 而 yo 旺 偶 数 。 相反 的 假 
定 , 什 往 也 没有 改 释 , 因 乱用 ze 代 以 yyo 就 代 以 zxo， 但 我 们 
已 弥 知 道 [ 参 看 等 式 (75)], 一 个 奇数 的 平方 被 4 除 的 上 时候, 得 
到 的 余数 是 1， 因而 ,从 等 式 
2 = — D2 (102) 
得 到 4 是 奇数 而 上 是 偶数 。 不 是 台 样 的 话 , 通 个 等 式 的 左 兆 ， 
在 彼 4 除 的 时 候 得 出 余数 1, 而 右 稳 , 因 篇 我 们 设 4 是 偶数 而 
6b 是 奇数 , 饼 数 却 是 一 1， 因 篇 4 是 奇数 和 《4,5)=1, 那 末 也 
就 是 (4,20) 二 1, 但 着 样 一 求 ,从 等 式 
y2=2Db4 
得 到 ， 
t= 2b=8, (103) 
通 儿 1 和 8s 是 某 些 整数 ， 但 从 湖 保 (102) 得 到 ,[%6.28,09] 是 方 
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程式 (96) 的 解 . 就 是， 
Wo=N nb=2mn, (=m24 rn, 
过 咯 妈 和 兄 是 某 些 奇 岗 不 同 的 末 质 数 ， 和 从 (103) 的 情况 ， 
/Sa 


出 % 和 nw 是 互 守 数 的 情况 ,得 到 


m=p, n=g, (104) 
遂 儿 和 4 是 办 大 霸 的 整数 。 因 篇 4 一 所 和 4 二 m2 十 m2, 闭 未 
gt 十 二 欣 。 (105) 
但 
20= 3+ 62> 2, 
因而 


0<t=y o <YaH<z (2>1). (106) 
识 4 三 21 9 二 Yi 和 1 二 21, 我 们 看 出 来 , 若 存 在 解 [zo,yo zo]， 
那 末 也 必 存 在 别 的 解 [zt,yi;,zD, 浊 且 0<2 < zo。 运 个 求 得 
方程 式 (94) 的 解 的 过程 可 以 无 限制 地 连续 下 去 ,我 们 众 是 得 
到 一 列 的 解 


[xzo ,yo;zo]j, [2Z1.V1 ,21] , [En Ya Zn ye ， 
兹 且 正 整数 zo:zi,za，…… ,2 是 日 调 源 降 的 ;换个 话 脸 ， 
对 杖 它们 ,不等式 

20>21> 00> > > 
成 立 。 但 正 整 数 不 可 能 租 成 -个 军 衣 沂 降 的 狂 限 数列 , 因 乱 


I 


在 着 样 的 数列 中 ,不 能 知 多 内 aa 负 丰 ， 温 楼 一 水 ,若是 假定 方 
程式 (94) 至 少 有 -各 整数 解 2 yz, zyzSe0, 我 们 就 得 到 了 一 
个 予 后 过 就 小 男 了 ,方程 式 (94) 没 有 正 整数 解 , 因 而 方程 式 
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(43) 也 不 是 有 正 整 数 解 5z .7 2], 因 篇; 在 相 及 的 情 沉 中, 帮 
[z,y 缮 是 (93) 的 解 , 那 来 [zy 2 就 是 (C94) 的 解 ， 

我 们 所 让 用 的 过 种 侨 明 方法 ,叫做 天 降 法 ; 它 是 借助 於 -~- 
租 解 , 求 做 出 有 钴 限 制 返 降 的 正 数 z 的 无 限 多 正 获 数 解 . 对 
众 一 般 情 况 的 如 乱 定 理 , 代 数 环 中 的 整数 分 解 成 同一 珊 中 的 
质 因 数 的 分 解法 的 非 唯一 性 ,就 阻止 了 过 一 方法 的 实施 9. 

我 们 注意 ,我 们 已 经 广 明 了 ,不 只 方程 式 (94) 不 存在 整数 
解 , 而 方程 式 . 

in + Y=2%m 
也 一 样 不 存在 整数 解 。 有趣 的 是 方程 式 
m+ Y=22 
共有 乱 限 多 的 正 整 数 解 ,如 X= 二 2，yY 二 3，z 二 5。 通 方程 式 的 
- 切 正 整 数 解 %,y,?z 的 荨 求 ,我 们 留 答 计 者. 
再 引 一 个 用 小 降 法 的 例 , 其 中 思考 过 程 多 少 有 些 收 炙 ， 
( 簿 例 ] ”证明 方 程式 
位 十 2 检 一 2 (107) 

不 具有 昊 於 零 的 整数 解 ,yz。 假定 方程 式 (107) 具有 正 整 
数 解 [zo,Yo;z0]。 我 们 立刻 可 以 假定 过 些 数 是 五 质数 , 因 篇 
假若 它们 具有 最 大 公 因 数 dg> 1, 则 - 刀 ， 也 ，- 卫 也 是 方程 式 
(107) 药 从 。 它 个 中 的 十 个 若 有 公 因 数 存 在 , 即 它们 三 个 也 有 
公 因 数 存 在 ， 此 外 , 我们 假定 z 妊 方程 式 (107) 正 整数 解 中 一 
急 可 能 有 的 z 中 最 小 的 一 个 . 因 篇 [Xo,yo so] 是 方程 式 (1077 


日 对 从 前 一 步 的 明 蕉 大 种 马 定 理 洒 知识 ,我 们 扒 茹 莹 甚 (A. 只 XHHSHH) 
的 大兴 拟定 理 '. 
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的 解 ,所 以 [az 和 232] 是 方程 式 
02 十 242 一 2 C108) 
的 解 . 利用 第 3 季 的 公式 (19 ), 它 答 出 了 (108) 的 一 切 正 整 
数 解 ,我 们 可 以 看 出 ,存在 着 着 样 的 正 整数 & 和 5,(4,5)=1， 
4 是 奇数 ,而 它们 送 合 於 等 式 
2 二 二 (02 一 202)， 二 24b,， 2 二 2 二 2. (109) 


从 等 式 奶 =246 可 得 5 必 县 偶数 , 因 篇 % 是 偶数 ,9 可 
以 被 4 整除 ,而 4 是 奇数 ， 因 篇 计 和 0 是 互 质 数 ,由 等 式 


站 搂 可 得 到 ， 
0G=m2， 一 一 03， 
着 几 mw 和 % 是正 整 烧 , 政 且 Cm,2%) 二 1 但 答 C109) 得 
吕 = 土 (02-2)= 二 [2-:( 训 )]， 119) 
着 几 xo 和 4 是 奇数 。 我们 已 经 看 到 ,一 俏 奇 数 的 平方 , 在 秆 4 
除 的 上 时候 得 到 的 余数 是 1. 因此 ,(110) 的 左 总 ,人 在 破 么 除 的 款 
候 得 到 的 余数 是 1, 而 o3 一 8( 吉 在 被 4 除 的 时 候 得 到 的 人 
数 也 是 1， 过 就 是 说 ,在 等 式 (110) 中 , 右 稳 括 弧 只 能 疏 正 狭 ， 
现在 等 式 (110) 已 经 可 以 写成 天 稳 形 式 
如一 724 一 8704 
或 过 种 形式 
48 + 202n2)2= (722)2, (111) 
道 儿 zo)m 和 % 都 是 正 整 数 , 丫 且 是 互 质 数 。 就 是 设 , 三 个 数 
zo,2m2,9m3 是 方程 式 (108) 的 解 , 绰 且 zo,2n2 和 2 是 互 质 数 ， 
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因此 ,再 由 第 3 名 公式 (19 ,存在 着 道 样 的 整数 pp 和 9g, 而 % 
基 柯 右 ,(p,9)=1， 
2n2=299, m2 二 2 十 2982， Yo 二 十 (Pp? 一 2 )， (112) 
但 因 短 (2p;9)=1 各 二 gp9, 所 以 
P= = 
送 儿 s 和 7 是 互 的 的 整数 .由 此 ,最 和 后 得 到 中 保 
| $4 414-274=m2, (113) 
它 症 明了 数 ,om 组 成 方程 式 (107) 的 解 。 但 从 上 面 所 得 到 
的 等 式 
20 一 只 十 202， 4 二 m3， 
可 得 2 > 和。 由 此 ,在 有 解 [zoyozo] 以 和 后, 我们 就 求 得 另外 的 
解 [s7o], 花 且 0< 和 <xzo. 过 也 跟 我 们 所 作 的 假定 相 耶 后 :我 
们 全 假定 解 [zo,yo,zo] 具有 的 z 是 一 切 可 能 的 z 中 的 最 小 的 
一 个 . 过 样 一 来 ,我 们 得 到 了 一 个 矛 后 ,部 不 尤 许 方 程式 (107) 
有 解 存 在 , 北 且 瑟 明 了 省 个 方程 式 不 能 有 典故 雾 的 整数 解 . 
我 们 现在 留 某 车 共 媳 朋 , 方 程式 
0 十 414 一 22， 24 -14 二 22， 
好 一 只 一 2z2， 2 一 444 一 下 
不 能 有 正 整 数 解 。 
最 后, 我们 来 戎 察 一 下 指数 方程 式 ， 方 程式 
Qe + bY =0%, (114) 
过 多 4,5 和 < 都 是 整数 ,让 且 不 等 於 平 方 数 和 规 . 过 方程 式 不 
能 具有 超过 有 限 租 数 的 正 整 数 解 x*,y,z。 当 4,? 和 6 是 任意 
代数 数 的 百 候 ,附带 不 多 的 晴 充 人 条 件 ,过 个 论断 也 有 效 , 不 特 


- 
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如 此 ,方程 式 
Aar’ i a 二 BA i OH 1 一 0 (115) 
运 儿 4,B.O 中 整 数 ,4BO2REJ，od Qn Po 
人 ;9 守 是 整数 , 北 且 三 个 数 we 
0 
是 互 质数 ,到 个 方程 式 只 具有 有 限 直 数 的 殖 数 解 2 …… Yon， 
20202。 和 个 渝 断 也 可 以 推广 到 和 党 4,，B,O 利 


a，BeoTs 是 代数 数 的 情形 介 ，(115) 型 的 方程 式 和 宅 们 的 推广 
是 示 出 很 大 的 趣味 , 因 需 在 代数 数论 中 , 惑 朋 了 ,每 一 个 (81) 
型 的 代数 数 方 程式 对 应 着 某 些 (115) 型 前 指数 方程 式 ,路 县 
(81) 型 方程 式 的 每 一 租 解 对 疙 所 方 程式 (115) 前 整数 解 . 过 
机 的 对 内 温 可 以 扩充 到 比 (81) 和 (115) 更 一 般 型 的 方程 式 . 


日 崔 看 前 面 引 肖 的 闭 里 妾 德 的 路 文 . 


